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MULTIGRAFOK FOKSOROZATAI

IVANYI ANTAL ES LUCZ LORAND

Havel 1955-ben [28], Erdds és Gallai 1960-ban [20], Hakimi 1962-ben [27],
Tripathi, Venugopalan és West 2010-ben [87], Ozkan [62] 2011-ben javasol-
tak modszert annak eldontésére, hogy nemnegativ egészek sorozata lehet-e
egy egyszeri graf foksorozata. Ezeknek az algoritmusoknak a legrosszabb
futasi ideje legalabb négyzetes. Takahashi 2007-ben [84], Hell és Kirkpat-
rick [29] 2009-ben linearis algoritmust javasoltak. 1974-ben Chungphaisan
[18] kiterjesaztette a csicsparok kozott legfeljebb b > 1 élet tartalmaz6 multi-
grafokra mind a Havel-Hakimi-, mind pedig az Erdés—Gallai-tételt. Ezeknek
az algoritmusoknak is legaldbb négyzetes a legrosszabb futasi ideje. Cikkiink-
ben bemutatjuk a Chungphaisan-Erdés—Gallai-algoritmus linearis valtozatat.
A Chungphaisan—Havel-Hakimi-algoritmust pedig agy javitjuk és gyorsitjuk,
hogy b =1, 2 esetén is linearis futasi ideji legyen.

1. Bevezetés

A gyakorlatban kiilonb6z6 teriileteken sziikség van objektumok rangsorolaséra.
Ennek egyik elterjedt modszere, hogy az objektumokat paronként 6sszehasonlitjuk,
és az Osszehasonlitas eredményeképpen pontokat adunk az objektumoknak, végiil
pedig az objektumokat a kapott pontszadmok alapjan rangsoroljuk. Példdul Landau
biologiai [47], Hakimi kémiai [27], Kim et al. [40], valamint Newman és Barabasi
[61] halozati, Bozoki, Fiilop, Kéri, Poesz és Ronyai gazdasagi [11, 12, 39], Liljeros
et al. emberi kapcsolatokra vonatkozo [48], Ivanyi et al. pedig sportbeli [31, 32, 35,
37, 65, 67, 69] alkalmazasokra hivatkoztak.

Legyenek a, b és n egészek, n > 1 és b > a > 0. Az (a,b,n)-grdfok olyan
hurokmentes — iranyitott vagy irdnyitatlan — grafok, melyek csicshalmaza
V = {v1,...,v,} és a kiilénb6zd v; és v; csicesok legalabb a és legfeljebb b éllel
vannak Osszekotve. Eszerint az egyszerd irdnyitatlan grdfok (0,1, n)-grafok, mig a
tournamentek (1,1, n)-grafok.

Iranyitott grafok esetén, ha v; és v; &sszehasonlitasakor v; kap egy pontot, akkor
annak a grafban v;-bdl v;-be mend irdnyitott él felel meg. Irdnyitatlan grafok esetén
viszont cstcsparok kapjak a pontot, és annak a két cstcsot 6sszekots iranyitatlan
él felel meg.

Ebben a cikkben elsGsorban azt vizsgaljuk, hogy nemnegativ egész szamok
s = (s1,...,8n) nemndvekvs sorozata és adott a alsd korlat, valamint b felss
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2 IVANYI ANTAL ES LUCZ LORAND

korlat esetén létezik-e olyan iranyitatlan (a,b,n)-graf, amelynek foksorozata s.
Ennek megfelelGen — ha mést nem mondunk — a graf kifejezés iranyitatlan grafot
jelent.

Emellett foglalkozunk a foksorozatok szamaval, amelyet G(a, b, n)-nel jeloliink.

A hasonlé feladatokkal kapcsolatban megjegyezziik, hogy mind az iranyitatlan,
mind pedig az irdnyitott grafokkal kapcsolatban az utébbi néhany évben is szamos
publikacié jelent meg (példaul [5, 7, 8, 13, 19, 21, 26, 29, 34, 50, 55, 58, 62, 65, 70,
85, 87, 88, 89], illetve [6, 9, 10, 12, 15, 22, 24, 31, 32, 37, 38, 40, 43, 46, 53, 51, 52,
57, 64, 67, 68]).

Legyenek [, m és u egész szamok, tovibba 1 < m és | < u. Egész szamok
s = (81,...,8m) sorozatat (I, u, m)-korldtosnak (roviden: korlatosnak) nevezziik,
hal < s; < u minden 1 < ¢ < m indexre. Az s = (s1,...,5m) (I,u,m)-korlatos
sorozatot (I, w, m)-szabdlyosnak mondjuk, ha uw > s1 > -+ > s, > L.

A vizsgalatok soran kitiintetett szerepet jatszanak az (a(n — 1),b(n — 1),n)-
szabalyos sorozatok. Ezeket a sorozatokat (a, b, n)-grafikusnak (vagy roviden grafi-
kusnak) nevezziik, ha létezik olyan (a, b, n)-graf, melynek foksorozata s.

Jelentds szamu cikk (példaul [14, 23, 44, 56]) foglalkozik paros szamok grafikus
felbontdsaival: elGallitjak a 2k paros szam porzitiv egész Osszeadanddkra valé mono-
ton csokkend felbontasait, és az igy kapott ¢ = (q1,...,qm) sorozatok
koziil — amelyekre ¢ + -+ + ¢m = 2k &S @ > @m—-1 > --- > q1 — szirik ki a
(0,2k — 1,2k)-grafikus sorozatokat, vagy pedig rekurzioval eleve csak a grafikus
sorozatokat allitjak el6.

A tovabbiakban f6leg szabalyos sorozatokkal foglalkozunk. A definiciokban az
also és felss korlatok azért szerepelnek, hogy ellenérzé algoritmusainkat megkimél-
jik a nyilvanvaléan nem grafikus sorozatok ellenérzésétél, ezért, ezek a megszorita-
sok nem jelentik az altalanossag korlatozasat.

A cikkben csak teljes grafokkal foglalkozunk. Ezekre az jellemzd, hogy ha
a < ¢ <b, akkor barmely két csiics kozétt ¢ él is meg van engedve, és az iranyi-
tott esetben azok tetszGlegesen irdnyithatok (azaz eltériink a teljes grafok szokasos
definici6jatol). A hidnyos grafoknal bizonyos lehetéségek tiltva vannak. Példaul a
labdaragasnak [24, 33, 35, 45] olyan iranyitott (2,3, n)-grafok felelnek meg, ame-
lyekben a csdcsokat 2 vagy 3 él kéti Ossze, azonban 2 él esetén azok mindig ellen-
tétesen, mig 3 él esetén azok mindig azonosan vannak irdnyitva.

Mig teljes grafok esetén a sorozatok tesztelése az operacidokutatis folyamos
modszereivel kényelmesen megoldhaté (bar gyakran vannak gyorsabb algoritmusok
is), hianyos grafok esetén ezek a modszerek nem alkalmazhatok.

Cikkiink 6 célkittizése, hogy minél kisebb varhaté futasi ideji algoritmusokat
taldljunk annak eldéntésére, hogy adott s szabalyos sorozat grafikus-e. Ekézben a
minden sorozatot helyesen mindsité pontos, és a csak a szabalyos sorozatok egy
részét mindsits kdzelitd algoritmusokkal is foglalkozunk.

Erdemes megemliteni, hogy a fokszdmsorozatok szamanak meghatarozéasaval
kapcsolatos nehézségek miatt annak is jelent8s irodalma (lasd példaul [8, 19, 57])
van, hogy véletlen mintavétellel becsiiljiik ezeket a szamokat.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2012)
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Melléktermékként bévitettiik a The On-Line Encyclopedia of Integer Sequences
adatbazist [36, 51, 52].

Modszeriink az 6sszes grafikus sorozat gazdasagos eléallitasara is alkalmas (1asd
Ruskey [71], valamint Barnes és Savage cikkeit [3, 4]).

A cikk felépitése a kiovetkezs. A bevezets elsS rész utan a (0,1,n) témakodr
klasszikus pontos algoritmusait foglaljuk 6ssze. A harmadik részben Gj pontos algo-
ritmusokat, a negyedikben altalanos leszdmlaléasi eredményeket, az 6tédikben pedig
1j tesztel§ algoritmusokat ismertetiink. A hatodik részben a kozelité algoritmu-
sok hatékonysagat és futési idejét, mig a hetedikben a pontos algoritmusok futasi
idejét elemezziik. A nyolcadik rész témaja a (0, b, n)-grafok potencialis foksorozata-
inak tesztelése, mig a kilencedikben az (a, b, n)-grafoké a {Gszerep. A tizedik részben
a (0,1, n)-grafikus sorozatok parhuzamos leszamlalésa a téma.

2. Klasszikus pontos algoritmusok (0, 1, n)-grafokhoz

Ebben a részben két, a (0,1, n)-grafok potencialis foksorozatainak tesztelésére
alkalmas klasszikus algoritmust ismertetiink.

2.1. Havel-Hakimi-algoritmus (HH)

A feladat megoldésara az els§ modszert Vaclav Havel cseh matematikus java-
solta 1955-ben [28, 49]. 1962-ben Louis Hakimi [27] Haveltdl fiiggetleniil publikalta
ugyanezt az eredményt, ezért ma a tételt rendszerint Havel-Hakimi-tételnek, a mod-
szert pedig Havel-Hakimi-algoritmusnak nevezik.

2.1. TETEL. (Hakimi [27], Havel [28]) Han > 3, az (s1,...,$n) (0,1,n)-szabs-
lyos sorozat akkor és csak akkor (0,1, n)-grafikus, ha az

(52 - 1753 - 17 .. '7551 - 17381+1 - 1; 581+27 . 'aS'n,)
sorozat (0,1,n — 1)-grafikus.

Bizonyitds. Lasd [27, 28]. O

A tovabbiakban sorozatok ismétl6dd elemeinek tomor jelolésére hasznaljuk az
s = (c?) tipust jelélést, ami azt jelzi, hogy a sorozat d darab c-t tartalmaz.

Ha ezen tétel alapjan {runk egy rekurziv algoritmust, akkor annak futasi ideje
legjobb esetben — példaul az egy darab n—1 utan n—1 nullat tartalmaz6 bemenetre
— 0(1), legrosszabb esetben pedig — példaul az n darab (n—1)-et tartalmazo homo-
gén bemenetre — ©(n?). Ez ugyanis grafikus sorozat, ezért minden elemét ellendrizni
kell. Masrészt az elemek Osszege négyzetes, és az algoritmus az elemeket egyesével
csokkenti nullara. Erdemes megjegyezni, hogy a tétel bizonyitasa konstruktiv, és a
bizonyitdson alapulé algoritmus négyzetes id6 alatt nem csak ellenériz, hanem egy
megfelels grafot is eléallit (feltéve persze, hogy létezik megfelel§ egyszert graf).

Alkalmazott Matematikai Lapok (2012)



4 IVANYI ANTAL ES LUCZ LORAND

A kovetkezs, Havel-Hakimi-tipusu algoritmus csak a bemenet tesztelését végzi
el, helyreallitasat nem.

A cikk programjaiban a [16] tankonyvben leirt pszeudokéd konvencitkat
kovetjiik.

Itt és a tovabbiakban n a sorozat hosszat (a graf csticsainak szamat) jeldli,
s=(s1,...,8,) a vizsgalandé szabélyos sorozat, L pedig a vizsgalt sorozat grafi-
kussagat jellemzi: L = 0 azt jelenti, hogy a vizsgalt sorozat nem grafikus; L = 1
esetén a sorozat grafikus, mig L = 2 azt jelzi, hogy az adott algoritmus nem tud
donteni.

2.1. Algoritmus. Havel-Hakimi(n, s)

1 fori=1ton—1 // 1-6. sor: s elemeinek tesztelése
2. if s5,4i==0 // 2—4. sor: s nem grafikus
3, L=0

4. return 0

5. forj=i+1toi+s;

6. Sj = 85 — 1

7. (Sit1,---,Sn) rendezése nemnovekvs sorrendbe

s. L=1 // 89. sor: s grafikus

o. return L
Az algoritmust késtbb iranyitott grafokra [22, 31, 32, 41] is kiterjesztették.
2.2. Erdds—Gallai-algoritmus (EG)

Idérendben a kovetkezd eredmény Erdds Pal és Gallai Tibor aldbbi sziikséges
és elégséges feltétele [20] volt.

Nemnegativ egészek adott s = (s1,...,8,) sorozata esetén a sorozat elss 4
elemét a sorozat s; eleméhez tartozd fejnek, mig a tSbbi elemét az s; elemhez
tartozo faroknak nevezziik. A fejelemek Gsszegét H;, mig a farokelemek Gsszegét T;
jeloli (1 =1,...,n). A >7,_,. , min(i, sg) Osszeget pedig Cy-vel jeldljiik és a farok
becsiilt kapacitasinak nevezziik. Ha egy s sorozatra H, paros, akkor a sorozatot
n-pdrosnak, egyébként n-pdratlannak nevezziik.

2.2. TETEL. (Erdés, Gallai, [20]) Ha n > 1, a (0,1,n)-szabdlyos (s1,...,5n)
sorozat akkor és csak akkor (0,1, n)-grafikus, ha

H, paros (1)

és
H; <i(i—-1)+C; (i=1,...,n—1). (2)
Bizonyitds. Lasd [17, 20, 73, 87]. O

A tétel alapgondolata az, hogy az elsg i csiics fokait egyrészt ezen csicsok
kozotti élekkel — ezekbdl legfeljebb i(i — 1)/2 van — maéasrészt a nagyobb indext
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MULTIGRAFOK FOKSOROZATAI 5

csticsok fokaival lehet lek6tni. A nagyobb indexi csticsokra pedig az jellemzs, hogy
egyrészt legfeljebb i cstucs egy-egy fokdt tudjak lekdtni, masrészt legfeljebb annyi
fokot, mint a sajat fokszadmuk. A tétel szépségét az adja, hogy ezeknek a természetes
sziikséges feltételeknek az elégségességét is tartalmazza.

A 2.2. tételen alapul a kovetkezs Erdds—Gallai-algoritmus.

A szokasos valtozok mellett C az aktuélis C;-t jeldli.

2.2. Algoritmus. Erdss-Gallai(n, s)

1. L=0 // 1. sor: L kezdeti értékének beallitasa
2. Hi = 53 // 2—4. sor: H elemeinek kiszamitasa
3. fori=2ton

4. H;,=H;, 1+s;

s. if H, paratlan // 56. sor: parités ellendrzése
6. return 0

. fori=1ton—1 // T-12. sor: s tesztelése
8. C=0 // 7. sor: C kezdeti értékének beéllitasa
0. fork=i+1ton // 89. sor: C frissitése
10. C=C+ min(i, Sk)

11, if Hi—i(i—1)>C // 11. sor: sziikséges feltétel ellendrzése
12, return L // 12. sor: s nemgrafikus
1w L=1 // 13-14. sor: s grafikus

1a. return L

Az Frdés-Gallai (roviden: EG) algoritmus memériaigénye O(n). Bar ez a prog-
ram csak ellendriz, futési ideje a legjobb ©(n) és a legrosszabb ©(n?) kozott vélto-
zik. A kozelmultban Tripathi et al. [87] publikiltak a tételre konstruktiv bizonyitast,
amely grafikus bemenet esetén ©(n3) id6 alatt egy megoldast is elgallit.

A szabélyos sorozatoknak aszimptotikusan a fele paros sorozat. Az 1. tabla-
zathoz a (0,1, n)-szabalyos sorozatok szamat a majd a 4. szakaszban szerepls (24)
képlet alapjan [1, 80|, mig a (0, 1, n)-paros sorozatok szamat az ugyancsak a 4. sza-
kaszban kovetkezd 4.2. lemma alapjan szamitottuk [80]. A tablazat harmadik osz-
lopa a két szamossag hanyadosanak gyors konvergencidjat szemléltetin = 1,...,38
csucs esetén.

3. Uj pontos algoritmusok (0, 1,n)-grafokhoz

Ebben a részben a klasszikus algoritmusok néhany gyorsitott véltozatat mu-
tatjuk be.
3.1. Nullamentes algoritmusok

Mivel a sorozatok végén lévs nulldk izolalt csticsokat jelentenek, igy azok nem
befolyasoljak, hogy az adott sorozat grafikus-e. Ezt a megfigyelést hasznositja a
kovetkezs 4allitas, amelyben p az s sorozat pozitiv elemeinek a szaméat jeldli.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2012)



1. tablazat. A szabalyos (R(n)) és a paros (E(n)) sorozatok szama, valamint ezen

IVANYI ANTAL ES LUCZ LORAND

szamok hanyadosa (E(n)/R(n)).

1 1 1 1, 0000000000000
2 3 2 | 0,6666666666667
3 10 6 | 0,6000000000000
4 35 19 | 0,5428571428571
5 126 66 | 0,5238095238095
6 462 236 | 0,5108225108225
7 1716 868 | 0,5058275058275
8 6435 3235 | 0,5027195027195
9 24310 12190 | 0,5014397367339
10 92378 46252 | 0,5006819805581
11 352716 176484 | 0,5003572279114
12 1352078 676270 | 0,5001708481315
13 5200300 2600612 | 0,5000888410284
14 20058300 10030008 | 0,5000427753100
15 77558760 38781096 | 0,5000221251603
16 300540195 150273315 | 0,5000107057227
17 1166803110 583407990 | 0,5000055150693
18 4537567650 2268795980 | 0,5000026787479
19 17672631900 8836340260 | 0,5000013755733
20 68923264410 34461678394 | 0,5000006701511
21 269128937220 134564560988 | 0,5000003432481
22 1052049481860 526024917288 | 0,5000001676328
23 4116715363800 2058358034616 | 0, 5000000856790
24 16123801841550 8061901596814 | 0, 5000000419280
25 63205303218876 31602652961516 | 0,5000000213918
26 247959266474052 123979635837176 | 0,5000000104862
27 973469712824056 486734861612328 | 0,5000000053420
28 3824345300380220 1912172660219260 | 0,5000000026224
29 15033633249770520 7516816644943560 | 0,5000000013342
30 59132290782430712 29566145429994736 | 0,5000000006558
31 232714176627630544 116357088391374032 | 0,5000000003333
32 916312070471295267 458156035385917731 | 0,5000000001640
33 3609714217008132870 1804857108804606630 | 0,5000000000833
34 14226520737620288370 7113260369393545740 | 0,5000000000410
35 56093138908331422716 28046569455332514468 | 0,5000000000208
36 221256270138418389602 110628135071477978626 | 0,5000000000103
37 873065282167813104916 436532641088444120108 | 0, 5000000000052
38 | 3446310324346630677300 | 1723155162182151654600 | 0, 5000000000026
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MULTIGRAFOK FOKSOROZATAI 7

3.1. KOVETKEZMENY. Ha n > 1, az (s1,...,8,) (0,1,n)-szabdlyos sorozat
akkor és csak akkor (0, 1, n)-grafikus, ha s1 = 0, vagy az (s1, .. ., sp) sorozat (0,1, p)-
grafikus.

Bizonyitds. Ha a sorozatnak van pozitiv eleme, akkor az allitas a Havel-Hakimi,
illetve az Erdgs-Gallai kévetkezménye, de kdzvetleniil is adédik: a nulldk ugyanis
nem segitenek a pozitiv fokszamok parositasanal, ugyanakkor nem okoznak 6nalld
igényt sem. a

Az ezen a tulajdonsagon alapulo megvalositast nullamentes Erdgs-Gallai (EGn),
illetve nullamentes Havel-Hakimi (HHn) algoritmusnak nevezziik.

3.2. Roviditett Erdds—Gallai-algoritmus (EGr)

H; maximalis értéke szabalyos sorozat esetén n(n — 1), ezért a 2.2. tételben
szerepld (2) egyenlStlenség i = n esetén biztosan teljesiil, igy felesleges ellendrizni.

Ennél is hasznosabb a kovetkezs lemma. Tripathi és Vijay 2003-as cikkében
[86] szerepel az a7z észrevétel, hogy az Erdés—Gallai-tételben a (2) egyenlGtlenséget
elég csak addig ellendrizni, amig H; > i(i — 1) teljesiil.

3.1. LEMMA. (Tripathi és Vijay [86]) Ha n > 1, a (0,1,n)-szabélyos
s =1(81,...,8n) sorozat akkor és csak akkor (0,1,n)-grafikus, ha

H, péaros

és "
H; —min(H;,i(i — 1)) < Y min(i,s5) (i =1,2,...,h),
k=i+1
ahol

h= 1r£n}3;<n(k | k(k—1) < Hy).

Bizonyitds. Ha i(i — 1) > H;, akkor (2) bal oldala nemporzitiv, ezért az egyen-
16tlenség biztosan teljesiil, igy felesleges ellendrizni. O

Példaul a szaz darab 6t6st tartalmazo sorozat esetén (2) jobb oldalat az Erdés—
Gallai-algoritmus szerint kilencvenkilencszer, mig a réviditett Erdgs-Gallai-algo-
ritmus szerint csak hatszor kell kiszamitani. A javitdsnak a varhaté futasi idére
gyakorolt hatasat a 7. részben vizsgaljuk.

A 3.1. lemmaén alapul6 algoritmust réviditett Erdés—Gallai-algoritmusnak (EGr)
nevezziik.

3.3. Ugré Erdés—Gallai-algoritmus (EGu)

Az ismétlsds elemeket Osszevonva egy szabalyos (si,...,s,) sorozat
(s€',...,5:") alakban is felirhaté, ahol s; >--- > Sigs €ly..-,€q>1, &s

71 ? iq

er+--+e,=n.Legyengj=e1+---+e (j=1,...,9).
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8 IVANYI ANTAL ES LUCZ LORAND

Az s; elemet az s sorozat ugrd elemének nevezziik, ha i =n, vagy 1 <i <n-—1,
és s; > s;y1. Ekkor az ugrd elemek az sy, ..., sy, elemek. Az ugr6 (vagy ellenérz6)
elemeket ¢; = s4,,...,¢4 = 54, moédon jeloljiik.

Tripathi és Vijai 2003-ban a [86] cikkben az Erdés—Gallai-tétel kovetkezd,
lényeges gyorsitast lehetGvé tevd valtozatat is bizonyitottak.

3.1. TETEL. (Tripathi, Vijay [86]) A (0,1, n)-szabélyos s = (s1,.. ., Sp) Sorozat
akkor és csak akkor (0,1, n)-grafikus, ha

H, paros

és
n

k=gi+1

Bizonyitds. Lasd [86]. O

A kovetkezd program (EGu) az Erdés—Gallai-algoritmusnak a 3.1. lemma, va-
lamint a 3.3. tétel alapjan gyorsitott valtozatat mutatja be.

A szokésos valtozok mellett itt H = (Hy, ..., Hy,), ahol H; s els6 i elemének az
Osszege; p s pozitiv elemeinek a szdma, és s,41 segédviltozd annak eldéntéséhez,
hogy s, ugré elem-e.

3.1. Algoritmus. Erdés—Gallai-ugré(n, s, L)

Lp=mn // 1-3. sor: nullamentesités
2. while 5, =0

3. pP=p— 1

« Hy =35 // 4-8. sor: parités ellentrzése
5. fort=2top

6. H;,=H;, 1+s;

7. if H), paratlan

8. return 0

0. Spy1 =0 // 9-19. sor: fej igényének ellendrzése
10. Z - 1

1. while 1 < p A Z(Z — 1) < H;

12. while S; == Sij+1

13. t=1+1

14. E - 0

15, forj=i+1top

16. E = E + min(j, s;)

17. lfHZ>Z(Z—1)+E

18, return 0

19. =141

20. return 1 // 20. sor: s grafikus
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MULTIGRAFOK FOKSOROZATAI 9

Ennek az algoritmusnak a futési ideje a legjobb ©(1) és a legrosszabb ©(n?)
kozott valtozik.

Megjegyezziik, hogy az ellenérzést elég a (¢ — 1)-edik ugropontig folytatni.

A 2. tablazat azt mutatja, hogy n = 3,...,15 csics esetén EGu hiny menet
alatt tudja kizarni a nem (0,1, n)-grafikus sorozatokat a (0,1,n)-szabalyos soro-
zatok tesztelése soran. f;(n) = f; azoknak az n hossztsagd, nem (0, 1, n)-grafikus
sorozatoknak a szama, amelyek pontosan ¢ tesztelési menetet igényeltek. A tablazat
minden sorédra jellemz8, hogy a maximélis menetszam koriilbeliil 5.

2. tablazat. A (0,1,n)-szabalyos nem (0,1,n)-grafikus sorozatok eloszlasa
n = 3,...,15 cstcsra aszerint, hogy az EGu algoritmus hany menet alatt tudja
Gket kizarni.

l ”/i[R(")*G(”)[ f1 [ f2 [ f3 [ fa [ fs [ fe [ fr l

3 6 6
4 24 24
5 95 91 4
6 360 338 22
7 1374 1262 102 10
8 5222 4729 409 84
9 19949 17 841 1 587 487 34

10 76 362 67 645 6 025 2294 398

11 293 368 257779 22 802 9820 2825 142

12 1129961 986 274 86292 39745 15554 2096

13 4363985 3787213 327644 156 295 74542 17632 659

14 16 891 448 14 586 597 1248 368 605 592 327404 111872 11615

15 65516140 56 330831 4774119 2331442 1363561 599615 113316 3256

A 3. tablazat tartalmazza a (0,1, n)-szabalyos, -grafikus és -nemgrafikus soro-
zatok szamét, valamint az EGu algoritmus szdméra a nemgrafikus, grafikus és
Osszes sorozat kisztiréséher sziikséges menetek atlagos szamat n = 3,...,15 csdcs
esetén. A tablazatban szerepls X', Y’/ és Z’ hatékonysagi jellemz6k definicijat a
(15), (16) and (17) képletek tartalmazzik. Figyelemre mélto, hogy n névekedtével

az X' és Z' értékek csokkennek, mig az Y értékek nonek.
3.4. Linearis Erdds—Gallai-algoritmus (EGI)

A kovetkezs Erdgs—Gallai-Linearis algoritmus kihasznéalja, hogy az s bemeneti
sorozat monoton. Ennek készonhetGen a C; kapacitasokat minden i-re konstans
id6ben meg tudja hatarozni, azaz nincs sziiksége arra, hogy a megfelel§ farok ele-
meit, egyenként megvizsgalja. A gyors szamolas kulcsa a silypontokat tartalmazo
w(s) sorozat.

Adott s sorozat esetén legyen w(s) = (wo, . .., wn—_1), ahol i > s1 esetén w; = 0,
egyébként pedig w; az s sorozat legnagyobb indexi olyan elemének indexe, amelyik
legalabb akkora, mint <.
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10 IVANYI ANTAL ES LUCZ LORAND

3. tablazat. A (0, 1, n)-szabéalyos és -grafikus sorozatok szama, valamint az ErdGs—
Gallai-ugré algoritmus altal az n = 3,...,15 hosszi sorozatok vizsgélata soran

végzett tesztek atlagos szama.

| n] R(n) | G(n) | X' Y/ 7
3 10 4 | 0,3333333333 | 0,5833333333 | 0,4333333333
4 35 11 [ 0,2500000000 | 0,5909090909 | 0,3571428571
5 126 31 | 0,2084210526 | 0,6064516129 | 0,3063492063
6 462 102 | 0,1768518519 | 0,6192810458 | 0,2745310245
7 1716 342 | 0,1555416027 | 0,6219715957 | 0,2485014985
8 6 435 1213 | 0,1388117579 | 0,6267518549 | 0,2307886558
9 24 310 4361 | 0,1259433778 | 0,6312007949 | 0,2165821107
10 92 378 16 016 | 0,1154618789 | 0,6336476024 | 0,2053021282
11| 352716 59 348 | 0,1068633005 | 0,6357110908 | 0,1958472384
12 [ 1352078 [ 222117 [ 0,0996191461 | 0,6373495350 | 0,1879565503
13 | 5200300 | 836315 | 0,0034514246 | 06386612700 | 0,1811323607
14 | 20 058 300 | 3166 852 | 0,0881205642 | 0,6397881871 | 0,1752191576
15 | 77558 760 | 120 426 20 | 0,0834688999 | 0,6407780422 | 0,1700028030

Az s sorozat s; elemének ellenérzésekor két eset van: ha i > w;, akkor a C;
kapacités egyszertien szamithaté: H, —H;, mivel a farok minden s; elemének hozza-
jarulasa csak s;.

Ha viszont i < w;, akkor a C;-t definidlé szummat két részre bontjuk: az elsé
részhez a farok azon s; kezdd elemeinek hozzajaruldsa tartozik, amelyekre teljesiil
s; > i, a mésodik részhez pedig a t&bbi elem. Legyen

q(s)=q¢= max {i | i(i — 1) < H;}.

1<i<n
3.2. TETEL. (Ivanyi, Lucz, Mori, Sotér [35]) Han > 1, az s = (s1,...,5p)
(0,1, n)-szabalyos sorozat akkor és csak akkor (0,1, n)-grafikus, ha
H, péros, (3)
tovabba
Hlﬁl(k—l)-i-Hn—Hk (izl,...,q), (4)
ahol
w;, hai < w;
k s) = k — (2] — (3] 5
(®) { 1, hai>w;. 5)

Bizonyitds. Megmutatjuk, hogy a tételben szereplé feltétel ekvivalens a
2.2. tétel feltételeivel.
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A (3) feltétel pontosan megegyezik az (1) feltétellel.
Ha i < w;, akkor

H; <i(i— 1)+ (w; —i+ 1)i + Hy, — Hy, (6)

és ha i > w;, akkor
H; <i(i—1)+ H, — H;. (7)

Ha (6) jobb oldalan kiemeljik i-t, akkor a
Hi S sz + Hn - Hwi

egyenl6tlenséget kapjuk. Ha a (4) egyenl6tlenségbe (5) alapjan behelyettesitjiik
k-t, akkor az i < w; esetben a (6), az i > w; esetben pedig a (7) egyenl6tlenséget
kapjuk. a

A kovetkezd program a 3.2. tétel alapjan adott n-re tetszsleges n-szabalyos
sorozatrol eldonti, hogy grafikus-e. A program futési ideje minden sorozatra O(n).
Erdemes megjegyezni, hogy akar a bemend sorozat rendezettségétél is eltekinthe-
tiink, mivel a sorozat elemei egész szamok és mindegyik a [0,n — 1] intervallumba
esik, igy sziikség esetén O(n) id6 alatt rendezni tudjuk a sorozatot.

A szokasos valtozok mellett H; az éppen tesztelt s elss ¢ elemének az Gsszege, w
a kurrens s;-hez tartozé stulypont; y pedig az ellenérzés egyszertsitéséhez hasznalt
valtoz6 (az aktudlis s; vdgdpontja (w és i maximuma)).

3.2. Algoritmus. Erdés—Gallai-linearis(n, s, L)

1. Hy = s // 1. sor: Hy beéllitasa
2. fori=2ton // 2-3. sor: H tovabbi elemeinek szamitésa
3. H,=H;, 1+s;

1. if H,, péaratlan // 4-6. sor: paritéas ellendrzése
5. L=0

6. return

T W=mn // 7. sor: siulypont beéllitasa
s. fori=1ton—1 // 8-16. sor: s elemeinek tesztelése
0. while w > 1 A s, <4 // 8-10. sor: aktualis salypont szamitésa
10. w=w-—1

1. y = max(i, w) // 11. sor: aktualis vagopont szamitasa
12 if H; > Z(y — 1) + H, — Hy

13. L=0 // 13-14. sor: nemgrafikus s elutasitasa
14, return L

5. L=1 // 15-16. sor: s grafikus

16. return L

3.2. KOVETKEZMENY. A (0,1,n)-szabalyos s = (s1, ..., $p) sorozatrdl az EGI
algoritmus ©(n) id6 alatt dénti el, hogy (0, 1, n)-grafikus-e.

Bizonyitds. A 1-3. sorok ©(n) id6t igényelnek. Mivel a w stlypontot legfeljebb
n-szer frissitjlik, ezért a 4-16. sorok idgigénye O(n), igy az algoritmus futasi ideje
O(n). O
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3.5. Gyors Erdds—Gallai-algoritmus (EGgy)

Tripathi és Vijai a [86] cikkben az Erdés—Gallai-tétel kovetkezd, lényeges gyor-
sitast lehetdvé tevs valtozatat is bizonyitottak.
Az ismétl6ds elemeket gyakorisaguk segitségével tomoritve a (0, 1, n)-szabalyos

(81,...,8n) sorozat felirhaté az (si},..., sf:) alakban, ahol s; <--- <s;;
€1,...,eg>1lése;+---+e,=n.Legyeng,=e1+---+e; (j=1, ..., q).

Az s; elemet az s ugrd pontjanak nevezziik, ha i = n, vagy 1 <i <n—1és
s; > si11. Ekkor az ugré pontok az sg,,. .., sy, elemek.

3.3. TETEL. (Tripathi, Vijay [86]) Az s = (s1, ..., sn) szabalyos sorozat akkor
és csak akkor grafikus, ha
H, paros

és
n

Hy —gi(gi—1) < Z min(g;,sk) (E=1,...,q).
k=c;+1

Bizonyitds. Lasd [86]. O

Megjegyezziik, hogy az ellendrzést elég a (¢ — 1)-edik ugr6 pontig folytatni.
A kovetkezd tétel — EGe és EGu eldnyeit egyesitve — a tesztelési id6 tovabbi
csOkkentését teszi lehetdvé.

3.4. TETEL. A (0,1,n)-szabéalyos s = (s1, ..., $p) sorozat akkor és csak akkor
(0,1, n)-grafikus, ha igaz az, hogy
H, péaros
és
H, —Hgy, +9i(gi—1), ha w; <g;

Hgy, < (8)
H,—Hy, +9i(w;—1), ha w;>¢g;, (1=1,...,q—1).

Bizonyitds. A csak az ugré pontokban vald tesztelés elégségességét Tripathi és Vijay
[86] mar bebizonyitottak. A tételben megadott feltétel ezeket az ellendrzéseket végzi
el, kihasznalva a sorozat elemeinek monoton cstkkenését, azaz a
n
> min(g;, s)

k=g;+1

Osszeget nem szamolja Gjra minden esetben, pontosabban nem ebben a formaban
végzi el a szdmitast, hanem explicit médon.

A kifejezés értéke a (9) formaban adhat6 meg, mégpedig azért, mert a sorozat
monotonitasa garantalja, hogy a k < w; esetén a min(i, si) kifejezés értéke 7, mig
k > w; esetén si. Ebbdl kovetkezik, hogy

n—1
H,—H,, h i < i
> min(gi, s¢) = g MW= 9)
k=g, +1 H, — Hy, + gi(w; — g;), ha w; > g;.
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4. tablazat. Az ugré és a gyors Erdds—Gallai-algoritmusok egy sorozatra jutd
atlagos miveletigénye.

| n [ 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
EGu 4 12 16 21 26 32 37 43 49 56 63 70 77 85
% 2,0 4,0 4,0 4,2 4,3 4,6 4,6 4,8 4,9 51 53 54 55 5,7
EGgy | 12 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39
BGey | 6.0 5,0 4,3 3,8 3,5 3,3 3,1 3,0 2,9 2.8 2.8 2.7 2.6 2,6

n

Az eddigiek alapjan az eredeti feltételt atirhatjuk a kovetkezd alakba:

H, —Hy, ha w; <g
H,, — Hy, + gi(w; — gi), ha w; > g;.

Hg, —gi(gi—1) < (10)

A (10) egyenldtlenséget atrendezve megkapjuk a (8) egyenlétlenséget. O

A most megadott tétel alapjan megvalositott EGgy algoritmus és az eddigi leg-
jobb (ugré FErdds—Gallai) algoritmus sorozatonkénti atlagos mtveletszamait,
valamint a sorozat egyetlen elemére jutd atlagos miiveletszamot tartalmazza a
4. tablazat. Itt az atlag azt jelenti, hogy a vizsgalt sorozatokhoz tartozé mive-
letszamok Osszegét elosztottuk a sorozatok szamaéaval.

A téablazatbol leolvashato, hogy az atlagos miiveletszam a linedris algoritmus
esetében kevesebb, mint fele annyi, mint az ugré algoritmus esetében és az n érték
novelésével minden lépésben ugyanannyival névekszik. Az utébbi azért fontos, mert
igy az n novelésével lépésrdl 1épésre nagyobb az 4j algoritmussal elért gyorsulas
a korabbiakhoz képest. Az utébbi kijelentés azonban nem meglepd, ha figyelembe
vessziik, hogy a korabbi ismert algoritmusok négyzetesek, mig az 4j algoritmus line-
aris futasi idejd. Jol lathato, hogy a régi modszer esetén a sorozatok egy eleméhez
tartozd atlagos miveletszam az n érték ndvekedésével egyiitt nétt, az 1j modszernél
azonban ez a szam 1épésrél 1épésre csokken.

A 3.4. tétel feltételeit ellendrzi a kovetkezé algoritmus.

3.3. Algoritmus. Erdés—Gallai-gyors(n, s, L)

1. Hy = s // 1. sor: Hy beallitasa
2 fori=2ton // 2-4. sor: H tovabbi értékeinek szamitasa
3. H,=H;, 1+s;

4. if H,, péaratlan // 4-T7. sor: parités ellentrzése
5. L=0 // 5-6. sor: nemgrafikus sorozat elutasitasa
6. return

LW="n // 7. sor: silypont kezdeti értéke
s. fori=1ton—1 // 8-26. sor: sorozat tesztelése
0 if s; == 5441 // 9-11 sor: ugrépont tulajdonsag ellendrzése
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10. continue // 10. sor: nem ugropont atlépése
1. while (w > 1) A (s < 1) // 11-12. sor: silypont frissitése
12. w=w-—1

13, if w<i // 13-16. sor: sulypont ugropont elstt
14, if H; > H, — H; +i(i — 1) 14-18. sor: tétel feltételének ellendrzése
15. L=0 // 15-16. sor: nemgrafikus sorozat elutasitasa
16. return

17, else if H; > H, — H,, +i(w—1) // 17-19. sor: silypont ugréopont utan
18, L=0 // 18-19. sor: nemgrafikus sorozat elutasitasa
19, return

20 L=1 // 20-21. sor: grafikus sorozat elfogadasa

21. return L
3.5. TETEL. Az Erdés—Gallai-gyors algoritmus miiveletigénye linedris.

Bizonyitds. Az 1. sor id6igénye O(1), a 2-3. soré ©(n), a 4-7. soré O(1), a
8-20. soré O(n), a 21-22. soré pedig O(1). igy az algoritmus teljes miiveletigénye
O(n). O

3.6. Eltolé6 Havel-Hakimi-algoritmus (HHe)

Havel és Hakimi eredeti tételének természetes algoritmikus megfelel§jét
HHr-nek (rendezé Havel-Hakimi) nevezziik, mert a tétel természetes alkalmazéasa
minden menetben igényli a redukalt bemenet rendezését.

A tétel alapjin olyan megvaldsitas is lehetséges, hogy a fokszamok redukalé-
sat a sorozat monotonitasat megdrizve végezziik. Ekkor az eltolé Havel-Hakimi-
algoritmust (HHe) kapjuk.

3.7. Paritasos Havel-Hakimi-algoritmus (HHp)

Erdekes gondolat az Erdés-Gallai- és a Havel-Hakimi-feltételek egyiittes alkal-
mazasa Ugy, hogy el6szor s paritdsat vizsgaljuk, és csak a paros bemenetekre al-
kalmazzuk a rendszerint négyzetes futasi idejl rekurziv ellenérzést. Ezzel ugyan
elveszitjiik a nullamentes Havel-Hakimi azon j6 tulajdonsagat, hogy legjobb eset-
ben konstans id§ alatt lefut, viszont cserébe megkapjuk azt, hogy a varhaté futasi
id6 jelentGsen csokken.

3.8. Linearis Havel-Hakimi-tesztels algoritmus (HHI)

Az EGI algoritmusban kulcsszerepe volt az s; elemhez tartozo w; sulypontnak
[35], amely i > s1 esetén 0, egyébként a legnagyobb olyan k index, amelyre igaz,
hogy sj > bi (természetesen ez az egyenlStlenség a (0,1, n) -grafokra —azaz a b =1
esetben — az s, > 1 egyenlStlenségre egyszertisodik). Most azonban a stlypont
mellett az r; maradék is fontos: ez azt adja meg, hany felhasznalatlan fok maradt
az el6zd, s;—1 elem feldolgozasa soran.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2012)



MULTIGRAFOK FOKSOROZATAI 15

A sulypont arra is alkalmas, hogy a Havel-Hakimi-algoritmus linearis valtoza-
taban fontos szerepld legyen. Az algoritmus alapja a kovetkezd tétel.

3.6. TETEL. Han > 1, az (s1,...,5,) (0,1,n)-szabalyos sorozat akkor és csak
akkor (0,1, n)-grafikus, ha
s1 < wq, (11)
és
si<wi+rig (i=2,...,n-1), (12)
ahol
w; =max(k>0]|s,>1) (i=1,...,n), (13)
és
T, =W; +Ti—1— S8 (z:l,,n) (14)

Bizonyitds. (13) szerint w; megadja, hogy az s sorozatban hany olyan sj elem
van, amely legalabb . Ezért a Havel-Hakimi-algoritmus els§ menetének végrehaj-
tasahoz sziikséges és elégséges (11), a tovabbi rekurziv menetekhez pedig (12), azaz
az, hogy az s; fokszam feldolgozasdhoz elég legyen az el6z6 menet felhasznélatlan

maradéka (r;), plusz az adott menetben felhasznalhatova valod fokok (w;). O

A Havel-Hakimi-linearis pszeudokédjaban r = (ry,...,7,), ahol r; az
s;-hez tartozé maradék; w = (w1, ..., wy,), ahol w; az i indexhez tartozé sulypont,
és H = (H,,...,H,), ahol H; az s sorozat els6 i elemének Osszege.

3.4. Algoritmus. Havel-Hakimi-linearis(n, s, L)

1 if 5 == // 1-3. sor: nullakbol allo sorozat elfogadasa
2, L=1

3. return L

4 if 85,41 ==0 // 4-6. sor: s1 tesztelése konstans id6 alatt
5. L=0

6. return L

W =N // 7-12. sor: az elsé stulypont és tartalék szamitasa
8. j =N

o. while s; <1IAj >0

10. wp = Wy — 1

" j=j—1

12. 711 =w; — 14+ 51

13 fori=2ton—-1 // 13-21. sor: s tesztelése
14, Jj=wi—1 // 14-17. sor: 1] stulypont kiszamitasa
15. while s; <i A7 >0

16. W; = wW; — 1

1. J=J-1

18. if w; >4 // 18-22. sor: s grafikus?
19. if s; > w; +r;_1

20. L=0 // 20-21. sor: s nem grafikus
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16 IVANYI ANTAL ES LUCZ LORAND

21, return L

22. ri=w; —1+r_1—8; // 22. sor: r; frissitése
23. if w;, <1

24, if s; >w; +r;_1

25, L=0 // 25-26. sor: s nem grafikus
26. return L

27. TP = w; +Ti—1 — S // 27. sor: r; frissitése
s, L =1 28-29. sor: s grafikus

2. Teturn L

3.7. TETEL. A Havel-Hakimi-linedris algoritmus futdsi ideje legjobb esetben
O(1), legrosszabb esetben O(n).

Bizonyitds. Az 1-6. sorok idGigénye O(1), és példaul a (0™) bemenetre a prog-
ram a 3. sorban megéll, ezért a legjobb futasi id6 O(1). A 7-11. sorok idsigénye
O(n). Mivel a silypontok szamitasa legfeljebb n cstkkentést igényel, a 12-29. sorok
idsigénye O(n), ezért a legrosszabb eset ©(n). O

3.9. Példak

8.1. Példa. Legyen az els6 példdban n = 4 és s = (3%,1). Az 1-12. sorok szerint
ry = 0. Ha i = 2, akkor w; = 3, és a 19. sor feltétele nem teljesiil, ezért s nem
(0,1, 4)-grafikus.

3.2. Példa. A kovetkezd példabann =7 és s = (5, 32,2, 13). Az 1-12. sorokban
azt kapjuk, hogy wy =7 és ry = 1. Ha i = 2, akkor w; = 4, a 19. sor feltétele nem
teljesiil, és a 22. sor szerint ro = 1. Ha ¢ = 3, akkor w; = 3, és nem teljesiil a 24. sor
feltétele. Ha ¢ = 4, akkor w; = 1, és most sem teljesiil a 24. sor feltétele. Ha ¢ = 5,
akkor teljesiil a 09. sor s; < 1 feltétele, és ezért s (0,1, 7)-grafikus.

3.3. Példa. Legyenn =7 és s = (5,4,1°) . Erre a sorozatrary = 1, éshai =2,
akkor w; = 2, ezért a 24. sor feltétele teljesiil, igy s nem (0,1, 7)-grafikus.

3.4. Példa. Utols6 példankban legyen n =7 és s = (52,4, 34) . Az els6 12 sor
szerint r1 = 1. Ha ¢ = 2, akkor w; =7 és ro = 1. Ha ¢ = 3, akkor wg =7 és r3 = 2.
Ha i = 4, akkor teljesiil a 15. sor s; < 1 feltétele, ezért s (0,1, 7)-grafikus.

A kovetkezs tablazatokban bemutatjuk, hogyan oszlanak meg a kizart grafikus
és nemgrafikus sorozatok az egyes menetek kozott. Azt is jellemezziik, hogy atla-
gosan hany meneten &t kell egy grafikus, illetve nemgrafikus sorozatot a kizarasaig
tesztelni, és azt is, hogy a menetek hanyadrészét forditjuk atlagosan egy sorozat
tesztelésére.

Az 5. tablazat a HHI altal az i-edik (¢ = 1,...,11) menetben kisztirt nem
(0,1, n)-grafikus sorozatok szamat mutatja n = 1,...,11 cstcs esetén.
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5. tablazat. HHI é-edik (i = 1,...,11) menetében a (0,1, n)-szabalyos sorozatok

koziil kisziirt nem (0, 1, n)-grafikus sorozatok szama n = 1,...,11 cstcs esetén.
| n/i] 1] 2] 3] 4] 5] 6] 7] s8[o]io]11]
1 0
2 1 0
3 6 0 0
4 22 2 0
5 85 8 2 0
6 311 35 12 0 0
7 1169 128 58 17 2 0 0
8 4369 488 239 100 24 2 0
9 16524 1805 942 | 471 173 32 2 0
10 62650 6800 3601 | 2021 956 289 43 210 0
11 | 239008 | 25571 | 13677 | 8147 | 4561 | 1877 | 470 | 55 |2 | O | O
6. tablazat. HHI i-edik (i =1, ..., 11) menetében a (0, 1, n)-szabalyos sorozatok
koziil kiszirt grafikus sorozatok szama n =1, ..., 11 csdcs esetén.
ln/il1] 2] 3] 4] 5] 6] 7] 8] 9liwo]11]
1)1
2|2 0
3|1 3 0
4|1 8 2 0
511 16 12 2 0
6|1 29 48 22 2 0
711 47 130 127 35 2
8|1 72 306 | 488 290 54 0
9|11 104 618 | 1492 1475 591 78 2 0
10 | 1| 145 | 1158 | 3863 5757 | 3868 | 1112 110 2
11| 1] 195 | 1998 | 8890 | 18440 | 18662 | 9053 | 1958 | 149 2 0
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18 IVANYI ANTAL ES LUCZ LORAND

A 6. tablazat HHI i-edik (¢ = 1, ..., 11) menetében kisziirt (0,1, n)-grafikus
sorozatok szamat tartalmazza n =1, ..., 11 cstcs esetén.

Legyen n;(a,b,n,A) = n;, illetve m;(a,b,n, A) = m; az A algoritmus altal
az (a,b,n)-szabalyos vagy (a,b,n)-paros sorozatok vizsgalata soran az i-edik (i =
1,...,n) menetben kizart nemgrafikus, illetve grafikus sorozatok szama, tovdbba

legyen
n—1 n—1
i=1 1=1

n—1 .
X(a,b,n,A) = Zl:]\lf m27
n—1 .
Y(a7 b’ n? A) = ZZ:]\}Zm’L )
O i(my + )
Z(a7b7n7A)_ N+M 9
n—1
- an;
X'(abon ) = S, (15)
n—1 .
, i=1 UMy
Y'(a,b,n, A) = %/[:(nl—l)’ (16)
) S li(ma + )
Z'(a,b,n, A) = == .

A 7. tablazat a HHI algoritmus hatékonysigat jellemzi a = 0, b = 1 és
n=1,...,11 cstcs esetén.

7. tablazat. HHI hatékonysagi jellemzsi a =0, b=1ésn =2,...,11 csucs esetén.

[ n/jellemzs] X | v | z | x' | v’ ] 7' |
2 | 1,000000000] 1,000000000| 1,000000000] 1,000000000] 1,000000000] 1, 000000000
3 | 1,000000000| 1, 750000000 | 1, 300000000 | 0, 500000000 | 0, 875000000 | 0, 650000000
4 | 1,083333333 ] 2, 454545455 | 1, 514285714 0,361111111 | 0, 818181818 0, 504761905
5 | 1,126315789| 3, 032258065 | 1, 595238095 | 0, 281578947 | 0, 758064516 | 0, 398809524
6 | 1,180555556 | 3, 588235204 | 1,712121212] 0, 236111111 0, 717647059 | 0, 342424242
7
8
9

1,220524017| 4,111111111| 1,796620047 | 0,203420670| 0,685185185 | 0,299436674
1,262734584 | 4,629843364 | 1,897435897 | 0, 180390655 | 0,661406195| 0,271062271
1,299062610 | 5,140793396 | 1,988235294 | 0, 162382826 | 0,642599175| 0, 248529412
10 | 1,335323852| 5,650162338 | 2,083407305 | 0, 148369317 | 0,627795815| 0, 231489701
11 | 1,368874588| 6,157056683 | 2,174534186 | 0, 136887459 | 0,615705668 | 0,217453419

Az 7. tablazat 11. soraban talalhaté X'(0,1,11) =0,136887459 és
Y’(0,1,11) = 0,615705668. Eszerint 11 cstcs esetén a nemgrafikus sorozatok
kisziiréséhez atlagosan a menetek 14%-ara, mig a grafikus sorozatok kisziiréséhez
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atlagosan 62%-ara van sziikség, ahonnan az kivetkezik, hogy az Osszes szliréshez
atlagosan a menetek 22%-at kell végrehajtani.

Erdemes megjegyezni, hogy Tripathi és Vijay ugrépontokrol sz6lé tétele a HHI
algoritmus gyorsitasara is felhasznalhato.

4. Altalanos leszamlalasi eredmények

Eddig példaul Avis és Fukuda [2], Barnes és Savage [3, 4], Burns [14], Erdés és
Moser [59], Frank, Savage and Sellers [25], Kleitman és Winston [42],
Rodseth, Sellers, Tverberg [70], Ruskey et al. [71], Simion [75], Stanley [83], Winston
és Kleitman [90] publikaltak foksorozatok leszamlalasara vonatkozo eredményeket.
Az altalunk vizsgalt sorozatok szdmaval kapcsolatos eredmények talalhatok Sloane
és Ploffe [76], valamint Stanley [82] konyvében és a The On-Line Encyclopedia of
Integer Sequences cimd honlapon [78, 79, 80] is.

Ha I, m és u egész szamok, tovabba | < u és m > 1, akkor az s = (s1,...,8,)
(I, u, m)-korlatos sorozatok B(l,u,m) szama

B(l,u,m) = (u—1+1)". (18)

A (18) képlet koézvetlen adodik abbol, hogy az s sorozatnak mind az m eleme
u — [ + 1 lehetséges értéket vehet fel.

Az is kozvetleniil belathato, hogy ha I, m és u egész szamok, tovabba [ < u és
m > 1, akkor az (I, u, m)-szabalyos sorozatok R(l,u, m) szama

R(l,u,m) = <m+”l). (19)

m

Legyen ugyanis az s=(S1,...,8m) (l,u,m)-szabdlyos sorozat esetén
s = (s),...,s,), ahol s, = s; + m — i. A lehetséges s és s’ sorozatok halmazai
kozott kolesonosen egyértelmi kapesolat all fenn. A kiilonb6z6 s’ sorozatok szama
pedig annyi, ahanyféleképpen a kiillonb6z6 I, [+ 1, ..., u+ m — 1 szamok — azaz
u+m — [ szam — koziil m szamot ki tudunk valasztani.

Hal=0, u=n—1és m =n, akkor az

n

R(0,n—0,n) = R(n) = (2” N 1) (20)

alakot kapjuk.
A szimulacios vizsgélatok elemzésénél (is) hasznos a szabalyos és a péaros soro-

zatok szamat megaddé fiiggvények tulajdonsigainak ismerete.
4.1. LEMMA. Han > 1, akkor

R(n+2) N R(n+1)
R(n+1) R(n) ’

(21)
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. R(n+1)
1 — =4 22
R : (22)
tovabba 4 ) 4 )
1-— ] <Rn) < 1——). 23
Vamn ( 271) (n) Vimn < 8n+8) (23)
Bizonyitds. A (20) egyenlGség alapjan
R(n+2)  (2n+3)(n+1)n! _4n+6_4_ 2
Rn+1) (m+2)!n+1D)!2n+1)! n+2 = n+2’

ahonnan (21) és (22) is kozvetlentil adodik.
(23) belatasahoz felhasznaljuk a Stirling-formula kovetkezd alakjat [16]: ha

n > 1, akkor
n n
nl = (7> 2mne’™,
e
ahol
2nrl ™S T

O

1987-ben Ascher [1] a kovetkezd képletet vezette le a (0,1, n)-paros sorozatok
E(n) szamara.

4.2. LEMMA. (Ascher [1], Sloane and Plouffe [76]) Ha n > 1, akkor a (0,1, n)-
paros sorozatok E(n) szdma

s =5 (" )+ () &
Bizonyitds. Lésd [1, 76). O

A (20) keplet és a 4.2. lemma egybevetése mutatja, hogy a paros és paratlan
sorozatok szdméanak nagysagrendje megegyezik, azonban t6bb a paros sorozat, mint
a péaratlan. A 4.2. lemma alapjan pontosan meg tudjuk adni E(n) aszimptotikus
nagysagrendjét.

4.3. LEMMA. (Ivanyi, Lucz, Mori, Sotér [35]) Ha n > 1, akkor

E(n+2)  E(n+1)
E(n+1)~  E)

i 01
A e
tovabba 4n 4n
\/ﬁ(l —d(n)) < E(n) < \/7771(1 — A(n)),

ahol 6(n) és A(n) monoton csékkenve nullahoz tarté sorozatok.
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Bizonyitds. A bizonyitas hasonlo a 4.1. lemma, bizonyitasédhoz. a

Amint azt a kovetkez$ allitas és az 1. tablazat is mutatja, az E(n)/R(n)
hanyadosok sorozata monoton cstkkenve %—hez tart.

4.1. KOVETKEZMENY. (Ivanyi, Lucz, Mori, Sotér [35]) Ha n > 1, akkor

és

Bizonyitds. Lasd [35]. O

Bar az alapfeladatban nemnegativ elemekbdl 4ll6 sorozatok szerepelnek, algo-
ritmusaink — a futasi id6 csokkentése érdekében — csak a sorozatok pozitiv kezds-
szeletét vizsgaljak. Ennek varhat6 hatasat jellemzi a kovetkezd két allitas, amelyek
a nullat tartalmazo sorozatok szamét és a sorozatokban 1évé nulldk atlagos szamat
adjak meg.

4.4, LEMMA. Ha n > 1, akkor a (0,1, n)-szabdlyos sorozatok koziil

R.(n) = (2" - 2) " Rn).

n—1) 2n—1
tartalmaz legalabb egy nullat.

Bizonyitds. A nullat tartalmazo (0, 1, n)-szabalyos sorozatok halmaza kdlcsono-
sen egyértelmien leképezhets a (0,n — 1,n)-szabélyos sorozatok halmazara.
Az utébbi halmaz elemszama pedig (20) szerint

(2:/__ 12> N n(n(inlié)rin— 0= - <2nn_ 1) = 5 Rn).

O

Egész szamokbdl allé sorozat kiilonb6zs elemeinek a szamat az adott sorozat
szivdrvanyszdémdnak nevezzik. Legyen ¢, (s) valosziniségi valtozo, amely egy vélet-
len (0,1, n)-korlatos sorozat szivarvanyszaméat jellemzi. ¢, (b) szivarvanyszamanak
varhato értékét és szorasat a kovetkezs allitas tartalmazza.

4.5. LEMMA. (Ivanyi, Lucz, Méri, Sotér [35]) Legyen o egy véletlen (0,n—1,n)-
korlatos sorozat és qn (o) a szivarvanyszama. Ekkor o E[q,(o)] varhat6 értéke és
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Var{gn(o)] szorasa a kovetkezo:

Bl =n[1- (1-1) ] =n (1- 1) +oq)
ool -3
(3= ]
= g (1 - i) +0(1).

Bizonyitds. Lasd [35]. O

+n(n—1)

A kovetkezd allitas a k szivarvanyszama (0, n—1, n)-szabalyos sorozatok szaméat
adja meg.

4.6. LEMMA. (Ivanyi, Lucz, Mori, Sétér [35]) Ha 1l < k <n ésm > 1, akkor a
k szivarvanyszami (0,n — 1, m)-szabalyos sorozatok S(k, m,n) szama

S(k,m,n) = (Z) (mkl) k=1,...,n.

Bizonyitds. Lasd [35]. O

Eszerint a véletlen o (0,n — 1, m)-szabalyos sorozatok r, (o) szivarvinyszama
hipergeometriai eloszlast az n + m — 1, n és m paraméterekkel. Legyen p, (o) egy
véletlen (0,1, n)-szabalyos sorozat és E[r,(0)], illetve V[r,(0)] o varhatéd értéke,
illetve szorasa. Ekkor p,, (o) szivarvanyszamanak varhato értékeét és szorasat a kovet-
kezs allitas tartalmazza.

4.2. KOVETKEZMENY. (Ivanyi, Lucz, Mori, Sotér [35]) Legyen p egy véletlen
(0,1, n)-szabalyos sorozat. Ekkor p E[r,(p)] varhaté értéke és Vr,(p)] szérdsa a
kévetkezd:

2

n n n n
E[r"(p)]_Qn—l_§+4n—2_§+0(1)’
n*(n—1) n n n
)=z _n =24 o).
Vim®l =35, —72 =5 Y 3z —12sn g2 5 T W
Bizonyitds. Lasd [35]. O

A pontos algoritmusokrol szol6 3.1. részben belattuk, hogy elég a (0, 1, n)-paros
sorozatok nullamentes prefixét megvizsgalni ahhoz, hogy eldontsiik, grafikus-e a
vizsgalt sorozat. Mivel a 4.4. lemma szerint a péaros sorozatoknak aszimptotikusan
csak nullmértékd hanyada tartalmaz nullat (és ez a hanyad a gyakorlat szaméra
legérdekesebb n-ekre sem nagy), konkrét sorozatok vizsgalatanal nem jelentss az
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id6megtakaritas. Amikor viszont az Osszes paros sorozatot elemezzik (az atlagos
futasi id6 vagy G(n) meghatarozéasa érdekében), nagyon hasznos a kivetkezs lemma.
Legyen G.(n) a nullamentes grafikus n-péaros sorozatok szama.

4.7. LEMMA. (Ivanyi, Lucz, Mori, Sotér [35]) Ha n > 2, akkor a (0,1,n)-
grafikus sorozatok szdma

G(n) =G,(n)+ G(n—1).

Bizonyitds. A (0,1,n)-grafikus sorozatokban vagy s, =0, vagy s, > 0.
Az elgbbiekben vagy s =n—1, vagy s1 <ni;. Ha sy =n—1és s, =0, akkor az s
sorozat biztosan nem grafikus, mert nincs benne elég pozitiv elem. Az 1 <n —1
és s, = 0 tulajdonsagu sorozatok n— 1 hosszu fejei pontosan a (0,1, n — 1)-grafikus
sorozatok. a

A grafikus sorozatok G(n) szamanak jellemzésével kapcsolatos kutatasok igé-
retes irdnya a paros szamok pozitiv dsszeadandokra valéd felbontésa, és annak vizs-
galata, hogy az ilyen felbontasok koziil melyek (0,1, n)-grafikusak |3, 4, 14|. Ezek
segitségével sikeriilt a grafikus sorozatok szaméra vonatkozd aldbbi aszimptotikus
korlatokat bizonyitani.

4.8. LEMMA. (Burns [14]) Léteznek olyan pozitiv ¢ és C &allandck, hogy a
(0,1, n)-grafikus sorozatok G(n) szdma a kovetkezd korlatok kozé esik:

4”1/ 47L
— <G —_
o <O < g

Bizonyitds. Lasd [14]. O

Nézziik meg, mit varhatunk a HHI algoritmus els§ hat soratol. Az algoritmus
lehetséges bemenetei a (0,n — 1, n)-szabalyos sorozatok. Ezek R(n) szama a (20)

képlet szerint
2n —1
R(n) = .
w=(""")

HHI els6 harom sora kisziiri példaul azokat a sorozatokat, amelyek (n — 1)-gyel
kezdGdnek, és nullaval végzédnek. Ezek szama (19) szerint

anan)G”;>
"

Ezek koziil a HHI altal kisztrt sorozatok R;(n) hanyada

2n—3)

(o 22n—1) 1 1

R _ \n 2 _ —— )

1(n) 0 n RT—

HHI pontosan azokat a sorozatokat sztiri ki, amelyek (n—i)-vel (i =1,...,n—2)

kezdGdnek, és legalabb 4 nulldt tartalmaznak. Rogzitett ¢-re az ilyen sorozatok
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aszimptotikus részaranya 1/4%, agy HHI aszimptotikusan a szabalyos sorozatokbol

a o0
11
Zi:1@:§

Osszegnek megfelel hanyadot, azaz egy harmad részét sziri ki.

Mivel a grafikus sorozatok aszimptotikus strtisége nulla, ezért minden A pontos
algoritmusra létezik egy s1,.4 + S2.4 + - -+ = 1 sor (valdsziniség-eloszlas), amelyben
s; az i-edik menetben kisziirt hanyad. Példaul s;, 4 = 1/3 minden olyan pontos
algoritmusra, amelyik els6 menetben a PT algoritmust (vagy annak valamilyen
lassu valtozatat) hasznalja — ilyen a HH és az EG is.

5. Tesztels algoritmusok

Sorozatok megvalésithatdsdganak vizsgalata soran természetes észrevétel, hogy
az s sorozat i-hez tartozo fejének H; fokszam igényét részben bels6 (az adott fejen
beliili), részben pedig kiils§ (a fejnek megfelel§ farokhoz tartozo) fokszamokkal
elégitjiik ki.

El6szor egy ,,pozitiv’, majd egy ,,paritasos’; egy ,,binomialis” és végiil egy ,fejfe-
lez8” tesztels/sziir algoritmust mutatunk be.

5.1. Pozitiv teszt

A farokban 1év6 nulla elemek nem névelik a farok parositasi lehetéségeit. Ez az
észrevétel lehetévé teszi, hogy az i-edik elemhez tartozé farok foklekotési lehetGsé-

geire (potencialjara) T;-nél pontosabb becslést adjunk. Ez a teszt a Havel-Hakimi-
algoritmus els§ menetének megfelel§ ellenérzést végzi el. Legyen p az s sorozat
pozitiv elemeinek a szama.

5.1. KOVETKEZMENY. Han > 1 és s = (s1,...,5,) (0,1,n)-grafikus sorozat,

akkor
s1<p-—1, wvagy s =0. (25)

Bizonyitds. A (25) egyenl6tlenség azt a kovetelmeényt fejezi ki, amelyet a Havel—
Hakimi-algoritmus az els§ iterdciés menetben, illetve az Erdgs—Gallai-algoritmus a

(2) egyenltlenség i = 1 esetben valo ellendrzésével megvalosit. O

A 5.1. kbévetkezményen alapuld tesztet a kovetkezs algoritmus végzi, amelyben
p: a bemenetben 16v§ pozitiv elemek szama.

5.1. Algoritmus. Pozitiv teszt(n, s, L)

. L=0
2. PpP=N
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while s, == 0
p=p-—1

if s;>p—1
return L

. L=2

return L

® e ooe

Ennek az algoritmusnak a futési ideje a legjobb ©(1) és a legrosszabb ©(n)
kozott valtozik.

Ennek az algoritmusnak a javitott valtozata az alabbi Gyors teszt (Gyt) [54].
5.2. Algoritmus. Gyors teszt(n, s, L)

1. if Sg141 == 0
2. L=0

3. return L
o L=2

5. return L

A Gyors teszt ugyanazt az eredményt adja, mint Pozitiv teszt, a futési ideje
azonban mindig O(1).

5.2. paritas teszt

Elss tesztiink az Erdds-Gallai-tétel els6 sziikséges feltételén alapul. Nagyon
hatékony teszt, mivel mind a korlatos, mind a szabalyos sorozatoknak koriilbeliil
fele paratlan sorozat, és a teszt ezekrdl linearis id6 alatt megallapitja, hogy biztosan
nem grafikus sorozatok.

5.1. LEMMA. Han > 1 és s (0,1, n)-grafikus sorozat, akkor
H, paros.

Bizonyitds. Egy egyszerd graf minden éle kett&vel noveli a fokszamok Gsszegét.
O

Ezt az éllitast a 2.2. tétel kivetkezményeként is megkaphatjuk. A 5.1. lemmé-
ban javasolt tesztet a kovetkezd algoritmus végzi.

5.3. Algoritmus. Paritas teszt(n,s, L)

L=0

. Hi =0

.fori=2ton
Hi=H; 1+s;

if H, paratlan
return L

. L=2

return L

® e ok woNoE

Ennek az algoritmusnak a lépésszdma minden esetben O(n).
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5.3. Binomialis teszt (Bt)

Harmadik tesztiink az Erdds—Gallai-tétel mésik sziikséges feltételének otletét
terjeszti ki. Lényege, hogy a fej igényének a fejen beliil ki nem elégithetd részét a
faroknak, a farok igényének beliil ki nem elégithetd részét a fejnek kell kielégitenie,
végiil a teljes sorozat igényét a fej és a farok egyiittmiikbdésével, valamint a fej és a
farok belsé éleivel kell kielégiteni. Az algoritmus nevét arrél kapta, hogy a fej és a
farok bels§ éleinek a szamét egy-egy binomialis egyiitthaté segitségével becsiiljiik.
Legyen p az s sorozat pozitiv elemeinek a szama.

5.2. LEMMA. Han > 1 és s (0,1, n)-grafikus sorozat, akkor
OH, <ili— 1)+ T, (i=1,....p). (26)

Bizonyitds. A (26) egyenlGtlenség azt fejezi ki, hogy a fej H; igényét a legfeljebb
1(i—1) belss lehetGség és a farok legfeljebb T; kapacitésa segitségével kell kielégitent,
ahol T7 = H,, — H;. O

A 5.2. lemmaban javasolt tesztet végzi el a kbvetkezs program.

5.4. Algoritmus. Binomialis teszt(n, s, L)

1. p=n

2. while s, == 0

3. p=p—1

4 if p == 1

5. L=0

6. return L

7. H1 = 81

s. fori=2top

9. H,=H;, 1 +s;
0. fori=1top

11. if 2H; > Z'(Z'* 1)+Hp
12. L == 0

13. return L

14. L - ].

15. return L

Az algoritmus azért kezdi s végénél p meghatarozasat, mert a 4.7. lemma szerint
kevés nulla varhato a sorozatokban.

Ennek az algoritmusnak a futési ideje a legjobb ©(1) és a legrosszabb ©(n)
kozott valtozik.

Az eddigi szimulaciés vizsgalatok szerint nagyon hatékony sziir§ algoritmus.
Aszimptotikus hatékonysédga kulcsfontossaga az optimalis tesztels algoritmus futasi
ideje szempontjabol.
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Megjegyezziik, hogy Binomialis teszt ¢ = 1 esetén elvégzi Pozitiv teszt mun-
kajat, ezért a Pozitiv teszt algoritmusra nincs sziikségiink. A varhaté futasi id6
szempontjaboél viszont a konstans idé alatt hatékony Gyors teszt hasznos lehet.

Felmeriilt, hogy a Binomialis teszt algoritmust is csak az ellenérzé pontokon
alkalmazzuk, a szimuléciés kisérletek azonban azt mutatték, hogy ezzel csékkenne
az algoritmus hatékonysaga.

n helyett p viszont gyengitené az algoritmust, mert példaul a rossz (2,2,0)
sorozatot nem sziirné ki. Ha azonban csak a paros nullamentes sorozatokat vizs-
galjuk, a (2,2,0) és hasonlo sorozatokat egyetlen algoritmusunk sem kell tesztelnie
(mert ezeket mar a bemend sorozatok elgallitasa soran kiszirjiik).

5.4. Fej felezése (F't)

Az s sorozat fokparosité lehetdségeinek az eddigieknél pontosabb becslését kap-
hatjuk, ha a fejet két részre osztjuk. Legyen |i/2] = h;. Ekkor az (s1,...,Sh,)
sorozatot az ¢ indexhez tartozo fej elejének, az (sp,+1,.-.,$;) sorozatot pedig az i
indexhez tartozoé fej végének nevezziik.

5.3. LEMMA. Han > 1 és s (0,1, n)-grafikus sorozat, akkor

H; < min(H}Linn - Tia hz(n - 7))
+ min(Hi — HhiaTn —1T;, (Z — hl)(n - ’L))

h/,
+ min(h; (i — hy), H;) + 2min (( 2L> , H,)

+2min(<i_2hi),Hi—Hhi> (i=1,...,n), (27)

tovabba
min(Hy,, Ty, — T;, hi(n — 1)) + min(H; — Hp,,, T, — T, (i — hi)(n —14)) < T;. (28)

Bizonyitds. Legyen G az s sorozatot megvaldsitdé G graf. Ekkor az ¢ indexhez
tartozo fej H; fokszamdsszegét lekotd élek halmazat ot részhalmazra osztjuk: a fej
eleje és a farok, a fej vége és a farok kozotti, a fej két része kozotti, valamint a
fej részein beliili élekre. Az egyes részhalmazokba tartozd élek szama legyen rendre
X,‘J, . 7)(,‘75.

X 1 legfeljebb a fej elemeinek Hj,, Osszege, legfeljebb a farok elemeinek T, —T;
Osszege, és legfeljebb a fej elejébdl és a farokbol képezhetd parok hy,, (n—1i) szorzata
lehet, azaz

Xi1 <min(Hy,, T,, — T;, hi(n — 1)). (29)
Hasonlé gondolatmenettel kapjuk, hogy
Xio <min(H; — Hyp,, T, — T3, (i — hy)(n — 1)). (30)
X 3 legfeljebb h;(i — h;), és legfeljebb H;, ezért
X3 <min(h;(i — hy), H;). (31)
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X 4 legteljebb (hz), és legfeljebb Hy,, igy

X;4 <min <<ZZ> ) Hm) ) (32)

mig X; 5 legfeljebb (l;h), és legfeljebb H; — Hj,,, ahonnan

Xi,f) < min ((Z _2h’1> ) Hl - th) . (33)

Az is kovetelmény, hogy a farok részei egyiitt nem léphetik tul a farok kapacitasat,
azaz teljesiiljon
Xin+ Xio <Ti. (34)

A (29), (30), (31), (32) és (33) egyenlttlenségeket dsszegezve azt kapjuk, hogy
H; < X1+ X0+ Xi3+2X,4+2X;5. (35)

Az X; 4 6s X, 5 el6tti kettes konstansok azt veszik figyelembe, hogy a fej részein
beliili hasznos élek kettével jarulnak hozza a fej H; igényének kielégitéséhez.

Ha a (29), (30), (31), (32) és (33) egyenlétlenségeket a (35) egyenlGtlenségbe
helyettesitjiik, akkor (27) adodik, mig (34) ekvivalens a (28) egyenlStlenséggel. O

A 5.3. lemméban javasolt tesztet a kovetkezs algoritmus végzi, melynek egyedi
paraméterei egyrészt T = (T4,...,T,), ahol T; az s sorozat utolsé n — i elemének
Osszege, masrészt X = (X1, Xo, X3, X4, X5): X, a fej vége X, ; paraméterének
aktudlis értéke.

5.5. Algoritmus. Fejfelezd teszt(n, s, H,T,p, L)

1. fori=2ton—-1

2, h=1i/2]

3. X1 :min(Hh,TnfTi,h(nfi))

. Xo =min(H; — Hp, T, — T3, (i — h)(n — 1))

6. X4 = min ((};i),Hhi)

7. X5 = min ((i_;”),Hi — th)

8. if H; > X1+ Xo+ X35+ 2X4 +2X5 vagy X1+ Xo > T;
9. L=0

10. return L

n L=1

2. return L

-

Az algoritmus futési ideje legjobb esetben O(1), legrosszabb esetben O(n).
Hasonlé médon a farok felezése is tovabbi sorozatok kisztirését tenné lehetévé,
de a szimul4cids kisérletek szerint ez nem csékkentené a varhaté futasi idét.
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6. Kozelitd algoritmusok hatékonysaga és futasi ideje

A tesztek elemzésénél a szabalyos és paros sorozatokat vettiik alapul. A paros
sorozatok halmaza a legkisebb olyan halmaz, melynek elemszamét explicit képlettel
meg tudjuk adni. Az n —1 > b; > 1 feltételeknek eleget tevs n-korldtos soroza-
tok halmazanak elemszadmat is konnyd megadni, de ezen halmazok elemszama tul
gyorsan né n névekedtével. A szabélyos sorozatok elemzéséhez szerencsére nem kell
minden korlatos sorozatot elGéllitani: elegendd a szabalyos sorozatokat elGallitani,
és a rajuk vonatkozo hatékonysagi jellemzdket a nekik megfelel6 gyakorisagokkal
silyozni. Példaul egy azonos elemekbdl all6 homogén szabalyos sorozatnak egyet-
len korlatos sorozat felel meg, mig a kiillonbozs elemekbdl all6 (n,n —1,...,1,0)
,,S8zivarvany” sorozatnak n! kiilonb6zé korlatos sorozat felel meg.

Az alapvet6 pontos algoritmusokat kétféle modon probaljuk gyorsitani (azaz
varhato futasi idejiiket csbkkenteni). Az egyik ut, hogy csokkentjiik az altaluk elvég-
zend6 ellendrzések szamat. A masik at pedig az, hogy gyors (linearis) el6tesztekkel
igyekszilink a rossz sorozatok jelentGs részét kisztirni, hogy csak a lehetséges bemene-
tek kis hanyadanal legyen sziikség a viszonylag lassi, de pontos alapalgoritmusokra.

Az els6 tipusu javitasra példa az Erdds—Gallai-algoritmus ugrasa. A masodik
tipusra pedig példa a Havel-Hakimi-algoritmus kiegészitése el6zetes paritasvizsga-
lattal, valamint az Erdés—Gallai-algoritmus kiegészitése nullamentesitéssel.

A futéasi id6k csokkentése érdekében minden algoritmus csak a péros, nulla-
mentes sorozatokat vizsgalta.

Adott A algoritmusnak az n hossztsagu szabalyos sorozatokra vonatkozo haté-
konysagat az A algoritmus &ltal kizart n hosszaségu sorozatok és az ugyanolyan
hossziisagu szabalyos sorozatok szaménak hanyadosaval jellemezziik. Ezt a hanya-
dost Ea(n)-nel jeloljik, és az A algoritmus n hossztisdga sorozatokra vonatkozo
hatékonysdgdinak nevezziik.

A kovetkezd kozelits algoritmusokat vizsgaljuk:
1) Nullamentesit8 teszt (Nt);

2) Binomialis teszt (Bt);

3) Fejfelezs teszt (F't).

A 8. tablazat a nullamentes binomidlis és a nullamentes faroktesztelt sorozatok
szamat, tovabba a (0,1,n)-grafikus sorozatok szaméat és a grafikus sorozatok szama
szomszédos n helyeken felvett értékei hanyadosat tartalmazza n = 1,...,29 csics
esetén.

A 9. tablazat azt jellemzi, hogy a vizsgalt kozelité algoritmusok a szabélyos
sorozatoknak milyen hanyadat sztirik ki. A tablazat a nullamentes paros sorozatok
szama (F,(n)) mellett tartalmazza a nullamentes binomialis (B, (n)), a nullamentes
faroktesztelt (F,(n)) és a grafikus sorozatok (G(n)) szamanak, valamint a szabalyos
sorozatok szaménak hanyadosat.
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8. tablazat. A nullamentes binomialis (B, (n)), nullamentes faroktesztelt (F,(n))
(0,1, —n)-szabalyos sorozatok szama, valamint a (0, 1, n)-grafikus sorozatok szama
(Gy) és a grafikus sorozatok halmazanak szomszédos n helyeken felvett szamossagai
hanyadosa (G(n+1))/G(n) n=1,...,29 cstics esetén.

| n ] B.(n) | F.(n) | G(n) | G(n+1)/G(n) |
1 1 0 1 2,000000
2 2 2 2 2,000000
3 4 4 4 2,750000
4 11 11 11 2,818182
5 31 31 31 3,290323
6 103 102 102 3, 352941
7 349 344 342 3,546784
8 1256 1230 1213 3,595218
9 4577 4468 4361 3,672552
10 17040 16582 16016 3,705544
11 63944 62070 59348 3, 742620
12 242218 234596 222117 3, 765200
13 922369 891852 836315 3, 786674
14 3530534 3409109 3166852 3,802710
15 13563764 13082900 12042620 3,817067
16 52283429 50380684 45967479 3, 828918
17 202075949 194550002 176005709 3, 839418
18 782879161 753107537 675759564 3,848517
19 3039168331 2921395019 2600672458 3, 856630
20 | 11819351967 | 11353359464 10029832754 3, 863844
21 38753710486 3,870343
22 149990133774 3,876212
23 581393603996 3, 881553
24 2256710139346 3, 886431
25 8770547818956 3, 890907
26 34125389919850 3, 895031
27 132919443189544 3,897978
28 518232001761434 3, 898843
29 2022337118015338
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A 10. tadblazat a Binomiélis teszt és a Fejfelezd teszt algoritmusok futasi idejét
adja meg masodpercben és miveletszamban n = 1,...,20 cstcsra.

Ha n = 2, akkor (20) szerint R(n) = (3) = 3 (0,1,n)-szabalyos sorozat van:
(1,1), (1,0) és (0,0). Az n hosszusagi paros sorozatok szamat E(n)-nel jeloljiik.
Ezzel a jeloléssel E(2) = 2. A Binomialis teszt altal elfogadott, n hosszusagu soroza-
tok szamat B(n)-nel jelolve B(2) = 2. Az n hosszisagt grafikus sorozatok szamat
jeloljiik G(n)-nel. Ekkor G(2) = 2, és a Binomiéalis teszt hibaja (hatékonyséaga)
Rpi(2) =2/2=1.

Ha n = 3, akkor a szabalyos sorozatok szama R(n) = 10. Ezek koziil a (2,2,2),
(2,2,0), (2,1,1), (2,0,0), (1,1,0) és (0,0,0) paros, azaz E(3) = 6. Ezek koziil a Bino-
mialis teszt kizarja a (2,2,0) és (2,0,0) sorozatokat, igy B(3) = 4. A megmaradt 4
sorozat grafikus, igy F(3) = G(3) = 4.

Ha n = 4, akkor a szabalyos sorozatok szdma R(4) = 35. Ezek koziil 19 a
paros, és a kovetkezd 11 grafikus: (3,3,3,3), (3,3,2,2), (3,2,2,1), (3,1,1,1,), (2,2,2,2),
(2,2,2,0), (2,2,1,1), (2,1,1,0), (1,1,1,1), (1,1,0,0) és (0,0,0,0). A 19 péros sorozat
koziil a Binomiélis teszt is kizérja azt a nyolc sorozatot, amelyeket az Erdgs—Gallai
kizarna, igy B(4) = F(4) = G(4) = 11.

Az R(5) = 126 szabalyos sorozat koziil E(5) = 66 a paros, ezek kozott pedig
B(5) = 31 a binomialis. Ezek a sorozatok mind grafikusak, azaz F(5) = G(5) = 31.

Az R(6) = 462 szabalyos sorozat koziil E(6) = 236 a paros, amelyek ko-
zOtt B(6) = 103 binomialis sorozat van. A Binomidlis teszt a 102 grafikus soro-
zat mellett az (5,5,3,3,3,1) rossz sorozatot is elfogadja. Ezek szerint a legfeljebb
5 hossziisdgt sorozatokra nézve a Binomidlis teszt hibatlanul kiszlri a nem gra-
fikus sorozatokat, a 6 hosszi sorozatokra azonban mar csak kozelité algoritmus.
A Fejfelez6 teszt ezzel a sorozattal is megbirkozik, ezért F'(6) = G(6) = 102.

Az R(7) = 1716 szabalyos sorozat kozott E(6) = 868 a paros, melyek
koziil B(7) = 376 a binomialis. A binomiélis sorozatok kozott még 34 rossz van,
melyek kozill a Pozitiv teszt a 27 grafikus sorozat mellett a kovetkezd 7 rosszat
is elfogadja: (6,6,6,4,4,4,2), (6,6,5,4,4,4,1), (6,6,4,4,4,3,1), (6,6,4,3,3,3,1),
(6,6,3,3,3,2,1),(6,5,3,3,3,1,1), (5,5,3,3,3,1,0). A kovetkezs Fejfelezs teszt ezek
kozil a (6,6,4,3,3,3,1) kivételével mindet, kisziri, igy F(7) = 343. A cikkben nem
ismertetett Farokfelez§ teszt ¢ = 4 mellett legfeljebb 8 + 2 fokot tud
lek6tni a fej eleje és a farok részei kozott, legfeljebb tovabbi 4 + 0 fokot a fej
vége és a farok részei kozott, legfeljebb tovabbi 8 fokot a fej két része kozott, és
két fokot a fej elején beliil. Ez azonban Gsszesen csak 10 + 4 4+ 8 + 2 = 24 fok,
ami kevesebb a sorozat H; = 26 Osszes fokszaméanal. Tehat a Farokfelezs teszt a 7
hossza bemenetek koziil T'(7) = 342 sorozatot fogad el, igy G(7) = 342.

A 8. tabldzatban minden sorban a pontos értékeket félkévéren irtuk. Eszerint
n < 4 esetén B(n) = G(n), azaz a Binomialis teszt ugyanannyi sorozatot fogad el,
mint a pontos algoritmusok. n > 4 esetén egyre né a Binomialis teszt hibdja: n =5
esetén még csak egyetlen paros sorozatrél nem ismeri fel, hogy nemgrafikus, n = 6
esetén mar hatszor hibazik.

A Porzitiv teszt n = 5-ig hibatlan, a Fejfelezs teszt n = 6-ig, a Farokfelezs teszt
pedig n = 7-ig.
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9. tablazat. A nullamentes parossorozatok szama, tovabba a nullamentes binomia-
lis/szabalyos, nullamentes fejtesztelt/szabélyos és grafikus/szabalyos szamaranyok.

EN E.(n) | E.(n)/R(n) | B.(n)/R(n) | F.(n)/R(n) | G(n)/R(n) |
1 0 0, 000000 1, 000000 1, 000000 1, 000000
2 1 0, 333333 0,666667 0, 666667 0,666667
3 2 0, 300000 0,400000 0, 400000 0,400000
4 9 0,257143 0,314286 0,314286 0,314286
5 28 0,230159 0, 246032 0, 246031 0, 246032
6 110 0, 238095 0,222943 0, 220779 0,220779
7 396 0,231352 0,203380 0, 200466 0,199301
8 1519 0, 236053 0,195183 0,191142 0, 188500
9 5720 0,235335 0, 188276 0, 183793 0,179391
10 21942 0,237524 0, 184460 0, 179502 0,173375
11 83980 0, 238098 0, 181290 0,175977 0, 168260
12 323554 0,239301 0,179145 0, 173508 0,164278
13 1248072 0, 240000 0,177368 0,171500 0, 160821
14 4829708 0,240784 0,176014 0, 169960 0,157882
15 18721080 0,241379 0,174884 0, 168684 0,155271
16 72714555 0,241946 0,173965 0,167634 0, 152950
17 282861360 0, 242424 0,173188 0, 166738 0, 150844
18 1101992870 0, 242860 0,172533 0,165972 0, 148926
19 4298748300 0,243243 0,171970 0, 165306 0,147158
20 | 16789046494 0, 243590 0,171486 0,164725 0, 145521
21 0, 143997
22 0, 142569
23 0,141228
24 0, 139961
25 0, 138762
26 0,137625
27 0, 136542
28 0, 135509
29 0,134521
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10. tablazat. A Binomialis teszt (Bt) és a Fejfelezs teszt (Ht) futési ideje masod-

percben és a miveletek szamaval megadva n =1, ..., 20 cstcs esetén.
’ n ‘ Bt, s ‘ Bt, mivelet ‘ Ft, s ‘ Ft, mtivelet ‘
1 0 14 0 15
2 0 41 0 43
3 0 180 0 200
4 0 716 0 815
5 0 2 918 0 3 321
6 0 11 918 0 13 675
7 0 48 952 0 56 299
8 0 201 734 0 233 182
9 0 831 374 0 964 121
10 0 3 426 742 0 3 988 542
11 0 14 107 824 0 16 469 036
12 0 58 028 152 0 67 929 342
13 0 238 379 872 0 279 722 127
14 0 978 194 400 1 1 150 355 240
15 2 4 009 507 932 3 4724 364 716
16 6 16 417 793 698 13 19 379 236 737
17 26 67 160 771 570 51 79 402 358 497
18 106 274 490 902 862 196 324 997 910 595
19 423 1 120 923 466 932 798 1 328 948 863 507
20 1627 | 4 573 895 421 484 3 201 5429 385 115 097

Az 1. tablazatban R(n) értéke n = 23-ig az OEIS A001700 sorozata [78], E(n)
értéke n = 23-ig az OEIS A005654 sorozata [80], a 8. tablazatban G(n) értéke
pedig n = 23-ig az OEIS A0004251-es sorozata [79]. A tobbi értéket mi hataroz-
tuk meg: R(24),...,R(38), E(24),..., E(38), valamint B(n) és F(n) értékek nem

szerepelnek az OEIS-ben.

Ebben a cikkben els§sorban a soros algoritmusokkal kapott eredményekrél sza-

molunk be.

A témakorben vannak parhuzamos eredmények is [60, 63, 74, 81]. Sajat parhu-
zamos eredményeinket a 10. részben ismertetjiik.

7. Pontos algoritmusok futasi ideje

A kovetkezd pontos algoritmusokat vizsgaljuk:

1) HHr: Rendezs Havel-Hakimi-algoritmus.
2) HHe: Eltolo6 Havel-Hakimi-algoritmus.
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3) EG: Erdgs—Gallai-algoritmus.

4) EGu: Erdés—Gallai-algoritmus ugrasokkal.

5) EGl: Erdés—Gallai-algoritmus ugrasokkal linearisan.

A pontos algoritmusok sorozatonkénti atlagos futasi idejét n fiiggvényében
mikromasodpercben a 11. tablazat tartalmazza n = 1,...,15 csiicsra. A soroza-

tok elgallitdsdhoz sziikséges miiveleteket beszamitottuk.

11. tablazat. Az elvégrett miiveletek szdma n fiiggvényében a HHr, HHe, EG,
EGu, és EGI algoritmusok esetén.

[ n] HHr | HHe | EG | EGu | EG |
1 10 15 87 - -
2 40 61 119 12 37
3 231 236 267 116 148
4 1170 1052 946 551 585
5 5 969 4 477 4 000 2 677 2 339
6 31121 20 153 18 206 12 068 9 539
7 157 345 88 548 82 154 54 184 38 984
8 784 341 393 361 372 363 238 813 160 126
9 3 628 914 1 726 484 1 666 167 1 666 167 656 575

10 17 345 700 7564 112 7418 447 4 552 276 2 692 240
11 80 815 538 32 895 244 32 737 155 19 680 986 11 018 710
12 385 546 527 142 460 352 143 621 072 84 608 529 | 45 049 862
13 | 1740 003 588 613 739 913 626 050 861 | 362 141 061 | 183 917 288
14 | 8066861973 | 2633446 908 | 2715026 827 | 1543 745 902 | 750 029 671
15 | 36 630 285 216 | 11 254 655 388 | 11 717 017 238 | 6 557 902 712 | 3 055 289 271

A 11. tablazat masodik és harmadik oszlopanak Gsszehasonlitasa azt mutatja,
hogy HHe lényegesen gyorsabb, mint HHr, kiilénésen ha n né. A negyedik és 6t6dik
oszlop Osszehasonlitasa azt mutatja, hogy a futési id6 lényegesen csékken, ha csak
az ugré pontokban kell az elemeket tesztelni. Végiil az utols6 harom oszlop egyiitt
a linearis algoritmusnak a négyzetesekkel szembeni elényét jelzi.

A 12. tablazat az Erdds—Gallai-linearis futési idejét tartalmazza masodpercben
és az elvégzett miiveletek szdméaval megadva, tovabba az egy paros sorozatra jutod
amortizélt miveletszamot.

A 12. tablazat legérdekesebb adatai az utolsé oszlopban vannak. Azt mutatjék,
hogy a miiveletek szamat osztva a vizsgalt sorozatok hosszaval és szamaval monoton
csokkend sorozatot kapunk (lasd [71]).

A 13. tablazat a (0, 1, n)-grafikus sorozatok elss elem szerinti eloszlasat mutatja
n =1,...,12 cstcs esetén. Ezek az adatok hasznosak az Erdds—Gallai-leszamlalo
algoritmus tervezéséhez (a feladat szeletekre osztésahoz).

A 13. tablazatban azt latjuk, hogy a gyakorisagok n = 6-t6l nének (n — 2)-ig,
és az utolso pozitiv érték kisebb, mint az utolsé elstti.
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12. tablazat. Az Frdds—Gallai-lineéris algoritmus teljes és amortizalt futési ideje
masodpercben és a miveletek szaimaban

[ n] E(n) | T(n),s | Op(n) | T(n)/E(n)/n,s | Op(n)/E(n)/n |
2 2 0 37 0 9.25000000000
3 6 0 148 0 8.22222222222
4 19 0 585 0 7.69736842105
5 66 0 2 339 0 7.08787878788
6 236 0 9 539 0 6.73658192090
7 868 0 38 984 0 6.41606319947
8 3 235 0 160 126 0 6.18724884080
9 12 190 0 656 575 0 5.98464132714

10 46 252 0 2 692 240 0 5.82080774885
11 176 484 0 11 018 710 0 5.67587378511
12 676 270 0 45 049 862 0 5.55126675243
13 2 600 612 0 183 917 288 0 5.44005937537
14 10 030 008 1 750 029 671 0.00000000712149 5.34132654018
15 38 781 096 5 3 055 289 271 0.00000000859525 5.25219687963
16 150 273 315 23 12 434 367 770 0.00000000956590 5.17156346504
17 583 407 990 79 50 561 399 261 0.00000000796537 5.09797604337
18 2 268 795 980 297 205 439 740 365 0.00000000727258 5.03056202928

13. tablazat. A (0,1, n)-grafikus sorozatok eloszlasa s; szerint, n = 1, ..., 12
csuics esetén
[n/si Jo[1 [ 2] 3] 4] 5] 6] 7 ] 8 | o] 10 11|
11
211
3|11 ] 2
41 1] a 4
512 7] 10] 11
6|13 10 22 35 31
711314 3¢] 78] 110 102
8| 1] 4|18 54| 138 ]| 267 | 389 342
o 14|23 74223 503 | 968 | 1352 | 1213
10 1|5 | 28| 104 ] 333 ] 866 | 1927 | 3406 | 4895 | 4361
11| 1| 5 | 34 | 134 | 470 | 1356 | 3471 | 7221 | 12802 | 17793 | 16016
12 | 1] 6|40 | 176 | 661 | 2049 | 5591 | 13270 | 27449 | 47757 | 65769 | 59348
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8. (0,b,n)-grafok

Ebben a részben a klasszikus tételek (0, b, n)-grafokra valo kiterjesztésével fog-
lalkozunk.

8.1. Erdds—Gallai-tétel és Chungphaisan tétele

1974-ben Chungphaisan [18] mind az Erd&s—Gallai-tételt, mind pedig a Havel-
Hakimi-tételt kiterjesztette (0, b, n)-grafokra. Az EG-tétel kiterjesztése a kivetkezd.

8.1. TETEL. (Chungphaisan [18]) Legyen n > 1. A (0,b(n — 1), n)-szabalyos
s =(s1,...,8n) sorozat akkor és csak akkor (0,b, n)-grafikus, ha

n
E S; paros
i=1

és 4
J n
D si—biG—1)< Y min(bi,sp) (j=1,...,n—1).
i=1 k=j+1
Bizonyitds. Lasd [18]. O

A tételen alapuld algoritmus legrosszabb esetben négyzetes idGt igényel.
A kovetkezd allitas lehet6vé teszi, hogy a (0, b, n)-szabalyos sorozatokat legrosszabb
esetben ©(n) ids alatt teszteljiik.

8.2. TETEL. (Ivanyi, [34]) Han > 1, a (0,b,n)-szabdlyos s = (s1,. .., sp) soro-
zat akkor és csak akkor (0,b,n)-grafikus, ha

H, paros
és
H;>bily,—1)+H,—H, (i=1,....,n—1),
ahol
y; = max(i,w;) (i=1,...,n—1).
Bizonyitds. Lasd [34]. O

A kovetkezé Chungphaisan—Erdgs—Gallai-linearis algoritmus (ChEGI) — amely
az EGl-algoritmus természetes altalanositasa — O(n) id6 alatt eldonti, hogy egy
(0, b, n)-szabalyos sorozat (0, b, n)-grafikus-e.

8.1. Algoritmus. Chungphaisan—Erdds—Gallai-linearis(n, s, b, L)

Bemenet. n: csiucsok szama (n > 1);
s=(s1,-..,5n): (0,b,n)-szabalyos sorozat;
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b: a graf két cstucsa kozott megengedett élek maximalis szama.
Kimenet. L: s grafikussagat jelzé logikai valtozo.

Munkavdltozok. i: ciklus valtozo;

w = (wy,...,w,): w; az i indexhez tartozo6 sulypont.
1w Hy =5 // 1 sor: Hy kezdeti értékének beallitasa
2 fori=2ton—1 // 2-3. sor: H tovabbi elemeinek szamitésa
3. H;,=H;, 1 +s;
. if H,, péaratlan // 4-6. sor: parités ellendrzése
5. L=0 // 5-6. sor: paratlan sorozat elutasitasa
6. return
TW="n // 7. sor: els6 sulypont értékének beallitasa
s. fori=1ton—1 // 8-16. sor: s tesztelése
0. while s, < ibésw >0
10. w=w-—1
1. y = max(i, w)
12, if H, >bi(y—1)+H, — H,
13. L - O
14, return L // 14. sor: s nem grafikus
5. L=1 // 15-16. sor: s grafikus

16. return L
8.3. TETEL. (Ivanyi, [34]) ChEGI futdsi ideje minden esetben ©(n).

Bizonyitds. A 1-6. sorok végrehajtasa ©(n) id6t igényel. Mivel w szigortian
monoton csdkken a program végrehajtasa soran, ezért a 7-14. sorok O(n) id6t
igényelnek, igy az algoritmus futéasi ideje minden esetben ©(n). O

Legyen b = 3 és s = (13,10,5,5,4,1). Hs = 38 paros. Ha i = 1, akkor
w; =y =5 és a 11. sor feltétele (13 < 3-1-(5 — 1)) nem teljesiil. Ha i = 2,
akkor viszont w; = y = 2 és a feltétel teljestl (23 >3-2-(2—1))+5+5+4+1),
ezért s nem (0,3, 6)-grafikus.

Maradjon b 3, de s-et valtoztassuk meg: legyen s’ = (13,10,5,5,4,3).
Az €l626 példahoz képest a futéds soran az els@ valtozas az, hogy amikor ¢ = 2, akkor
23<3-2-(2—-1)+5+5+4+3, ésigy a 11. sorban 1évs feltétel nem teljesiil, és
ugyanez az eredmény i = 3, 4 és 5 esetén is, ezért s’ (0,3, 6)-grafikus.

A 14. tablazat az (a,b, n)-szabalyos és (a, b, n)-grafikus sorozatok szaméat tar-
talmazzan =1,...,11 csdcs, valamint a =0ésb=1,a=0ésb=2,a=2ésb=5
esetén. A szabalyos sorozatok szamat a (20) képlettel, az (a, b, n)-grafikus sorozatok
szamét pedig a Chungphaisan—FErd&s—Gallai-linearis algoritmussal hataroztuk meg.
Az utolso oszlop elemeinek meghatarozasanal hasznositottuk a 9.1. kbvetkezményt.

A koévetkezs tablazatokban bemutatjuk, hogyan oszlanak meg a kizart grafikus
és nemgrafikus sorozatok az egyes menetek kozott. Azt is jellemezziik, hogy atla-
gosan hany meneten 4t kell egy grafikus, illetve nemgrafikus sorozatot a kizarasaig
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14. tablazat. Az (a,b,n)-szabalyos és (a,b,n)-grafikus sorozatok szama

n=1,...,11 cstcs, valamint a = 0ésb=1,a=0éb=2,a=2éb=25
esetén.
| n[ RO, 1,n) | GO,1,n) | R(0,2,n) | G(0,2,n) | R(2,3,n) | G(2,5n)]

1 1 1 1 1 1 1
2 3 2 6 3 10 4
3 10 4 35 10 84 23
4 35 11 210 52 715 189
5 126 31 1287 283 6188 1582
6 462 102 8008 1706 54264 13583
7 1716 342 50388 10436 480700 122345
8 6435 1213 319770 65370 4292145 1092573
9 24310 4361 2042975 413111 38567100 9816598
10 92378 16016 | 13123110 2633537 348330136 88680716
11 352716 59348 | 84672315 | 16882153 | 3159461968 | 804480107

15. tablazat. ChEGL i-edik (¢ = 1,...,11) menetében kisztirt nem (0,2, n)-

grafikus sorozatok szdma n =1,...,11 cstcs esetén.
[/ 1] 2] 3] 4] 5] 6] 7] s[ ofio]

1

2

3 22 3 0

4 132 26 2 0

5 824 164 31 4 0

6 5 084 1026 276 75 3 0

7 31 902 6 288 2 018 829 111 50

8| 201366| 39090 13282 7 231 1837 203 4 0

9| 1281918 244833 84340 53594| 20681 4259 298 6] 0
10| 82072321548 774| 529 578| 365461| 183262| 59 726| 8709| 470| 5| 0
11]52 819 163 9 866 545 | 3 331 910| 2 385 963 | 1 404 590 | 632 058 | 155 070| 17 213| 660| 7

tesztelni, és azt is, hogy a menetek hanyadrészét forditjuk atlagosan egy sorozat
tesztelésére.
A 15. tablazat a ChEGI i-edik (i = 1,...,11) menetében kisziirt nemgrafikus

sorozatok szdmaét tartalmazza a =0, b=2é n =1,...,11 cstcs esetén.
A 16. tablazat a ChEGI i-edik (¢ = 1,...,11) menetében kiszirt (0,2,n)-
grafikus sorozatok szaméat tartalmazza n =1,...,11 csics esetén.
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16. tablazat. ChEGI i-edik (i = 1,...,11) menetében kisziirt (0,2, n)-grafikus

sorozatok szama n = 1,...,11 csics esetén.
(o1 [ 2] s3] 4] 5] 6 | 7 | 8 | o | 10 |

1|1

2| 2

3|1 9 0

4|1 7 42 0

5| 1| 10 29 224 0

6 | 1| 14 49 183 | 1297 0

7111 18 70 345 | 1143 7 658 0

8 | 1| 23 97 559 | 2 326 7 262 46 489 0

9 | 1| 28 | 125 846 | 4038 | 15 927 46 074 | 286 007 0

10 | 1 | 34 | 159 | 1191 | 6520 | 29 629 | 107 724 | 295 609 | 1 779 026 0

11 | 1| 40 | 193 | 1624 | 9668 | 50 663 | 213399 | 728 610 | 1 900 061 | 11 154 877

A 17. téblazat a ChEGI algoritmus hatékonysigat jellemzi a = 0, b = 2 és
n=1,...,11 cstcs esetén.

17. tablazat. ChEGI hatékonysagi jellemzsi a = 0, b =2 ésn = 1,...,11 csdcs
esetén.

[ n/jellemz | X | Y | Z | X' ] Y’ ] z']
1, 000000000 | 1,000000000 | 1, 000000000 | 1,000000000 | 1, 000000000 | 1, 000000000
1, 120000000 | 1, 900000000 | 1,342857143 | 0, 560000000 | 0, 950000000 | 0, 671428571
1, 187500000 | 2, 820000000 | 1, 576190476 | 0, 395833333 | 0, 940000000 | 0, 525396825
1,232649071 | 3,803030303 | 1, 759906760 | 0, 308162268 | 0, 950757576 | 0, 439976690
1,280785891 | 4, 788212435 | 1,957042957 | 0, 256157178 | 0, 957642487 | 0, 391408591
1,322698224 | 5, 770438549 | 2, 137870128 | 0, 220449704 | 0, 961739758 | 0, 356311688
1,363989613 | 6, 751572493 | 2, 320248929 | 0, 194855659 | 0, 964510356 | 0, 331464133
1, 402468979 | 7, 733105601 | 2, 496464714 | 0, 175308622 | 0, 966638200 | 0, 312058089
1,439464334 | 8, 714770487 | 2, 670148311 | 0, 159940482 | 0, 968307832 | 0, 296683146
1,474743645 | 9,697001722 | 2, 839981439 | 0, 147474365 | 0, 969700172 | 0, 283998144

Q|0 [N |G|k |W (N

[
o

Ju—
—

8.2. Havel-Hakimi-tétel és Chungphaisan tétele

Chungphaisan [18] a kivetkez6 modon terjesztette ki a Havel-Hakimi tételt.

8.4. TETEL. (Chungphaisan [18]) Legyen n > 2 ésb > 1. Az s = (s1,...,5n)
(0, b, n)-szabalyos sorozat akkor és csak akkor (0, b, n)-grafikus, ha a j-edik b-redukalt

wi = (wy,...,w;,_;) sorozat (0,b,n)-grafikus minden 1 > j > n indexre.

Bizonyitds. Lasd [18]. O

Alkalmazott Matematikai Lapok (2012)



40 IVANYI ANTAL ES LUCZ LORAND

A tételen alapul6 algoritmus nagyon lassi. A tétel kovetkezs javitasa azonban
lehetéve teszi, hogy a tesztelést legrosszabb esetben is el tudjuk végezni O(n) id6
alatt.

8.5. TETEL. (Ivanyi, [34]) Legyen n > 1 és b > 1. Nemnegativ egészek egy

s = (81,--.,8,) (0,b(n — 1),n)-szabélyos sorozata akkor és csak akkor (0,b,n)-
grafikus, ha

Zsi paros

i=1
és

n

J
D si<bji—1) < Y min(Gbsk) (G=1,...,n—1)
=1

k=j+1
Bizonyitds. Lasd [34]. O

A kovetkezs Chungphaisan—Havel-Hakimi-linearis algoritmus (ChHHI) — amely
a HH algoritmus természetes altalanositasa — O(n) id§ alatt eldonti, hogy egy
(0, b, n)-szabalyos graf (0,b, n)-grafikus-e.

8.2. Algoritmus. Chungphaisan-Havel-Hakimi-lineéris(n, s, b, L)
Bemenet. n: csticsok szama (n > 1);

s =(81,-.-,8n): (0,b,n)-grafikus sorozat;
b: a graf két csucsa kozott megengedett élek maximalis szama (1 < b < 2).

Kimenet. L: s grafikussagat jelz6 logikai valtozo.

Munkavdltozok. 1. ciklus valtozo;

w = (wy,...,w,): w; az i indexhez tartozo sulypont;

r=(r1,...,r): 7; az i indexhez tartozé maradék.
1. L=0 // 1. sor: a gyakoribb érték beallitasa
2 if 51 == // 2—4. sor: a nulldkbol 4ll6 sorozat grafikus
3. L=1
a. return L
5. if sp6, p4171 ==0 // 5-7. sor: s1 ellendrzése konstans id6 alatt
6. return L
7. Hi = s1 // 7. sor: Hy kezdeti értékének beallitasa
s. fori=2ton—1 // 89. sor: H tovabbi elemeinek szamitasa
0. H;=H; 1+s;
1. if H,, paratlan // 10-11. sor: parités tesztelése
11. return L
2. W1 =N // 12. sor: elsG sulypont kezdeti értékének beallitasa
1. while Sw; < bAw; >0
14. wp = Wy — 1
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15, if 51 > b(w1 - 1) + H, — le

16. return L
w1 =blwy — 1)+ H, — Hy, — $1 // 17. sor: els6 maradék szamitasa
1. fori=2ton—-1 // 18-34. sor: s tesztelése
10, if Hi 1> H,/2Vs<1Vs;41=0 // 19-21. sor: s elfogadasa
20. L - ].
21, return L
22. w; = W;_1 // 22-24. sor: w; Irissitése
23, while s; < bi Aw; >0
24. w; = wW; — 1
25. if w; >4 // 25-27. sor: esetszétvilasztés
26. if s; > b(w2 — ].) +7ri—1+ le_l — le*
—b(wi—1 —w;)(i—1) // 26. sor: s; tesztelése

27 return L
28. r; = b(w,» — 1) +7ri_1+ I’IU,F1 - Hwi_

—b(wi—1 —w;)(i — 1) — s // 28. sor: maradék frissitése
20. else if s, > bw; +ri—1 + Hy, , — Hy,
30. — b(wi_1 - U)l)(7 - 1)
31. return L
32. r; =bw; +1r;_1 + H'LUi,—l — Hwi

—blwi—1 —w)(i — 1) — s //32. sor: maradék frissitése
a3 L=1 // 33-34. sor: s elfogadasa

34. return L

A kovetkezd allitas jellemzi ChHHI futasi idejét.

8.6. TETEL. (Ivanyi, [34]) ChHHI futasi ideje a legjobb O(1) és a legrosszabb
O(n) kozott valtozik.

Bizonyitds. A 1-6. sorok végrehajtasa ©(1) id6t igényel. Mivel ezek a sorok a
nemgrafikus sorozatok jelents részét kiszirik, a legjobb futasi idé ©(1). A 7-11. so-
rok végrehajtasa O(n) ideig tart. Mivel w szigorian monoton csokken a program
végrehajtasa soran, ezért a 12-24. sorok O(n) id6t igényelnek, igy az algoritmus
futasi ideje minden esetben O(n). O

Legyen b =3 és s = (13,10,5,5,4,1). Az 6t6dik és tizedik sorok feltételei nem
teljesiilnek és r1 = 0. Ha i = 2, akkor w; = 5, és teljesiil a 20. sor feltétele, igy s
nem (0,1, 6)-grafikus.

A kévetkezs példdban b maradjon 3, viszont s-et valtoztassuk meg: legyen
s’ =(13,10,5,5,4, 3). Az el6z6 esethez képest annyi a valtozas, hogy r1 = 2 az els§
maradék, majd ¢ = 2 esetén w; = 2, nem teljesiil a 20. sor feltétele és 7o =0.7=3
esetén teljesiil a 19. sor H;_1 > H, /2 feltétele, ezért s (0, 1,6)-grafikus.

A kovetkezs példaban legyen b =1 és s = (4,33,1). Az 5. és 10. sorok feltételei
nem teljesiilnek és 1 = 0. Ha ¢ = 2, akkor w; = 4, és nem teljesiil a 20. sor
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18. tablazat. ChHHI i-edik (i = 1,...,11) menetében kisziirt nem (0,2,n)-

grafikus sorozatok szdma n =1,...,11 cstcs esetén.
[n/i] 1] 2] ] 4] 5] 6 1] s[ ofio]

1 0
2 3
3 22 3 0
4 132 26 2 0
5 824 164 31 4 0
6 5 084 1 026 276 75 3 0
7 31 902 6 288 2018 829 111 50
8| 201366] 39090 13282 7 231 1837 203 4 0
9| 1281918 244833| 84340 53594| 20681| 4259 298 6] 0
10| 82072321548 774| 529 578| 365461 183 262| 59 726 8709 470 5| 0
11]52 819 163 9 866 545| 3 331 910| 2 385 963 | 1 404 590 | 632 058 | 155 070| 17 213| 660| 7

feltétele, az i = 3 esetben pedig a 19. sorban teljesiil a H;_1 > H,, /2 feltétel, azaz
s (0,1, 5)-grafikus.
A 18. tablazat a ChHHI i-edik (i = 1,...,11) menetében kisziirt nem (0, 2, n)-

grafikus sorozatok szamat tartalmazza n =1,...,11 csiics esetén.
A 19. tablazat a ChHHI é-edik (: = 1,...,11) menetében kiszirt (0,2,n)-
grafikus sorozatok szamét tartalmazza n =1,...,11 csics esetén.

19. tablazat. ChHHI i-edik (i = 1,...,11) menetében kisziirt (0,2, n)-grafikus

sorozatok szama n = 1,...,11 csics esetén.
[nilof 2] s[ 4] 5[] 6] 7] 8 | 0] 10 |
1|1
2 | 2
31 0
41| 7] a2 0
5 1| 10] 29 224 0
6 | 1 | 14 | 49 183 | 1297 0
71 [18] 70 345 | 1143 | 7658 0
8 | 1] 23] or 559 | 2326 | 7262 | 46 489 0
9 | 1] 28] 125 846 | 4038 | 15927 | 46 074 | 286 007 0
10 | 1] 34 ] 159 | 1191 | 6520 | 29629 | 107 724 | 295 609 | 1 779 026 0
11 | 1[40 | 193 | 1624 | 9668 | 50 663 | 213399 | 728 610 | 1900 061 | 11 154 877

A 20. tablazat a ChHHI algoritmus hatékonysagat jellemzi (0,2, n)-szabalyos
sorozatok ésm = 1,...,11 csucs esetén.
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20. tablazat. ChHHI hatékonysagi jellemzéi a = 0, b =2 ésn = 1,...,11 cstcs
esetén.

Tl ‘ ){‘ 1% Z X/ Y’ Z'
2 [ 1,000000000 | 1,000000000 | 1,000000000 | 1,000000000 | 1,000000000 | 1,000000000
3| 1,120000000 | 1,900000000 | 1,342857143 | 0, 560000000 | 0,950000000 | 0, 671428571
4| 1,187500000 | 2,820000000 | 1,576190476 | 0,395833333 | 0,940000000 | 0, 525396825
5| 1,232649071 | 3,803030303 | 1,759906760 | 0,308162268 | 0,950757576 | 0, 439976690
6| 1,280785891 | 4,788212435 | 1,957042957 | 0, 256157178 | 0,957642487 | 0, 391408591
7| 1,322698224 | 5, 770438549 | 2, 137870128 | 0, 220449704 | 0,961739758 | 0, 356311688
8 | 1,363989613 | 6, 751572493 | 2,320248929 | 0, 194855659 | 0,964510356 | 0, 331464133
9 | 1,402468979 | 7, 733105601 | 2,496464714 | 0,175308622 | 0,966638200 | 0, 312058089

10 | 1,439464334 | 8, 714770487 | 2,670148311 | 0,159940482 | 0,968307832 | 0, 296683146
11| 1,474743645 | 9,697001722 | 2,839981439 | 0, 147474365 | 0,969700172 | 0, 283998144

9. (a,b,n)-grafok

Chungphaisan tételének kozvetlen kdvetkezménye az alabbi allités.

9.1. KOVETKEZMENY. Legyen n > 2. Az s = (S1,...,5y) (a,b,n)-szabalyos
sorozat akkor és csak akkor (a,b,n)-grafikus, ha az s = (s1 —a(n — 1),...,
$n —a(n — 1)) sorozat (0,b — a,n)-grafikus.

Bizonyitds. Egy (a,b,n)-grafban minden csticspar elemei legalabb a éllel Gssze
vannak kotve. Ezért ha minden csicspar esetén eltavolitunk a élet, egy (0,b—a,n)-
grafot kapunk. O

A 9.1. kévetkezmény szerint a kovetkezd harom tablazat adatai megegyeznek
a (0,3, n)-szabalyos sorozatokra vonatkozé hasonlé adatokkal.
A 21. és 22. tablazatok a ChEGI i-edik — ahol (1 = 1,...,4), illetve

(i = 5,...,10) — menetében kisziirt nem (2,5, n)-grafikus sorozatok szdméat tar-
talmazza n = 1,...,11 csics esetén.

A 23. tablazat a CL i-edik (i = 1,...,10) menetében kisziirt (2,5, n)-grafikus
sorozatok szamét tartalmazza n = 1,...,11 csics esetén.

A kovetkez§ 24. tédblazat a ChEGI algoritmus hatékonyséigat jellemzi a = 2,
b=5ésn=1,...,11 csiics esetén.

10. (0,1, n)-grafikus sorozatok parhuzamos leszamlalasa

A 8. tablazat 1-t6l 29 cstcsig tartalmazza a grafikus sorozatok szamét. A téb-
lazat gy késziilt, hogy parhuzamositottuk az Erdgs—Gallai-gyorsan algoritmust.
Az eredmény az Erdgs—Gallai-leszamlalé (EGe) algoritmus, amely minden széba
jOvé sorozatot tesztel.
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21. tablazat. ChEGl i-edik (i = 1,...,4) menetében kisz(rt, nem (2, 5, n)-grafikus
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sorozatok szama n = 1,...,11 csics esetén.
| n/i | 1| 2 | 3 4|
1 0 0 0 0
2 6 0 0 0
3 57 7 0 0
4 475 83 7 0
5 4099 732 163 13
6 35500 6287 2068 441
7 312188 53601 20775 7766
8 2769457 463794 188643 97976
9 24768128 4061297 1658351 1021804
10 222858957 | 35952854 14508359 9681500
11 | 2015400842 | 320927140 | 127636563 | 87804078

22. tablazat. ChEGI i-edik (i = 5,...,10) menetében kisziirt, nem (2,5,n)-

grafikus sorozatok szama n = 1,...,11 cstcs esetén.
| n/i] 5 | 6 | 7] 8] 9]0
1 0 0 0 0 0 0
2 0 0 0 0 0 0
3 0 0 0 0 0 0
4 0 0 0 0 0 0
5 0 0 0 0 0 0
6 14 0 0 0 0 0
7 921 21 0 0 0 0
8 24374 1921 23 0 0 0
9 405996 71152 3572 31 0 0
10 5136605 1554803 186666 6402 34 0
11 | 55159143 | 24279000 | 5343051 | 452411 | 10751 | 43

Mivel viszonylag sok processzor vett részt a szamolasban, viszont bizonytalan
volt, hogy az egyes processzorok meddig vehetnek részt a szamolédsban, a felada-
tot szeleteknek nevezett kisebb részekre bontottuk. Célszerti volt, hogy a szeletek

feldolgozasa hasonlé ideig tartson.
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sorozatok szama n = 1,...,11 csics esetén.

45

,10) menetében kisziirt (2,5, n)-grafikus

(]

—
o

(el Nl Nen i | NUV)

19

8 | 141

(el Newll Nenll Nanll | IS

11 | 40 | 1129

(=l Nl Fe il Renll Nl | N6}

15| 60 | 317 | 9561

o|loc|o|o|o|o|o

19 | 81 | 497 | 2395

[l Hen i Henll ol Heo il Hen i Hanll | RN

82435

24 1108 | 720 | 3838

19074 | 722192

(= Eel Fol Rl f il Fell Nl Nl | No ol

3
oloo|~|o|o|k|w|w|~|=

29 | 136 | 1016 | 5733

30725 | 153657

6385472

[l Nl Nl ol Foll Fell Ne )l el Nl | i)

[
o

35 | 170 | 1366 | 8387

47136 | 247112

1259718

56880031

[l fel Fol Nl ol Nl Nl Nl ol el

el i I R R T R R

[
—

41 | 204 | 1804 | 11644

70961 | 385774

2010389

10453559

509514569

24. tablazat. ChEGI hatékonysagi jellemz6i a = 2, b =5 és n = 1,

esetén.

..., 11 cstics

elleimzs | x|

Y

Z

X'

Yy

z!

1,000000000

1,000000000

1,000000000 | 1,

000000000

1,000000000

1,000000000

1,109375000

1,950000000

1, 309523810 | 0,

554687500

0, 975000000

0, 654761905

1,171681416

2,933333333

1,541258741 | 0,

390560472

0,977777778

0,513752914

1,219093269

3, 944961897

1,739334195 | 0,

304773317

0, 986240474

0, 434833549

1,266350711

4,951175407

1,942282176 | 0,

253270142

0, 990235081

0, 388456435

1,309250339

5, 956536499

2,135146661 | 0,

218208390

0, 992756083

0, 355857777

1,350304891

6, 960496382

2,325332905 | 0,

192900699

0, 994356626

0, 332190415

(ol Noll BN [ K23 G [ SN U B V)

1,389017669

7,963928944

2,510223895 | 0,

173627209

0,995491118

0, 313777987

=
(e}

1,426027860

8,966857120

2,691252565 | 0,

158447540

0,996317458

0, 299028063

=
[N

1,461490194

9, 969401198

2,868359205 | 0,

146149019

0, 996940120

0, 286835921

Az Erdés-Gallai-linearis algoritmus egyik lehetséges alkalmazésa, hogy meg-
hatarozzuk a grafikus sorozatok szamat olyan n értékekre, amelyekre eddig a nagy
szamolasigény miatt nem volt ismert: Sloane The On-Line Encyclopedia of Integer
Sequences cimd honlapja [77] az n = 23 értékig tartalmazta a grafikus sorozatok
szamat. Ezt kiegészitettiik n = 29 cstcsig [79].

Az Erdgs—Gallai-leszamlalo (EGe) algoritmus a lineéris legrosszabb eset mellett
azt is igyekszik kihasznalni, hogy ha lexikografikus sorrendben ellenérizziik a széba
jové sorozatokat, akkor a szomszédos sorozatok bizonyos tulajdonsagai nagyon ha-
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sonléak, ezért adott sorozat jellemzdGi az 6t megel6z6 sorozat jellemzd adataiboél
konstans varhat6 id§ alatt meghatarozhatoak.

Igyekeztiink az ellenérizendd sorozatok szamét is cstkkenteni.

Ennek egy egyszerd megoldésa, hogy eleve csak a paros sorozatokat allitjuk el6.
Tovabbi &tlet, hogy csak a nullamentes sorozatokat vizsgéljuk. A nullat tartalmazé
(0,1, n)-grafikus sorozatok kdzott ugyanis a 4.7. lemma szerint pontosan G(n — 1)
nullamentes grafikus sorozat van. A 4.2. lemma szerint aszimptotikusan a szabélyos
sorozatok fele tartalmaz legalabb egy nullat. Szimulacids vizsgalataink szerint ez a
paros sorozatokra is igaz.

Lényeges gyorsitast jelent az is, hogy a sorozatokat csak az ugré pontokban
vizsgaljuk.

Az EGe program azt is kihasznalja, hogy a szomszédos sorozatok ellendrzé
pontjainak a listdja dtlagosan konstans id6 alatt szarmaztathat6 a megel6z6 sorozat
adataibél. A kiindulési értékek szintén kénnyen szamithatok: az els6 — g = (n — 1)"
— sorozatra a C' lista iires (azaz egyaltalan nem kell ellendrzést végezniink), a stly-
pontok listaja pedig kezdetben w = (n — 1)~ 1.

Az Erdés—Gallai-leszamlalo algoritmus elGallitja és megvizsgalja az n-péros,
nullamentes sorozatokat, és kimenetként megadja a G.(n) értéket. Az algoritmus
kihasznalja, hogy a péaros sorozatok lexikografikusan csdkkend sorozatdban szom-
szédos sorozatok tobb lényeges paramétere hasonld, ezért ezek a paraméterek a
vizsgalt s’ sorozatot megel6z6 s sorozat adott paraméterébdl gyorsan meghataroz-
hatoéak.

Az ugropontok C(s') listaja rendszerint megegyezik a C(s) listaval, és legfeljebb
a végén valtozik egy vagy két elem.

Mivel a futasi id6 cstkkentése érdekében az Erdés—Gallai-leszamlalé algoritmus
csak nullamentes sorozatokat allit el6 és tesztel, a szeletekre bontas alapja a (20)
képlet.

Feltételeztiik, hogy a (0,n — 1,n)-szabalyos nullamentes sorozatok halmaza-
nak szeletekre valo felbontésanal az egyes szeletek futasi ideje aranyos a hozzajuk
tartozo R(1,n — 1,n)-szabalyos sorozatok szamaval.

Most tekintsiink egy példat: az n = 29-re irt programban az n = 28 esetben
szerzett tapasztalatok alapjan feltettiik, hogy a tiszta futési id§ Osszesen koriil-
beliil 6000 nap lesz. Feltételezve, hogy a gépek egy részét csak éjszakara kapjuk
meg, egy szelet maximalis futési idejét 12 drara allitottuk. Ez pontosan 12 o6ras
szeletek mellett 12000 szeletet jelentett volna. A tényleges adatokat a 25. tablazat
tartalmazza.

11. Ko6szonetnyilvanitas.

A szerzék koszonik Burcsi Péter és Kiraly Zoltan (E6tvos Lorand Tudomany-
egyetem), Késa Zoltan (Sapientia Magyar Tudomanyegyetem), valamint az ismeret-
len lektor jobbitd észrevételeit. A kutatas az Eurdpai Uni6 tamogataséaval, az Eurd-
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25. tablazat. Teljes futasi id§ és szeletek szama n = 25, ..., 29 csics esetén.

’ n ‘ Futéasi idS (nap) ‘ Szeletek szama

25 26 435
26 70 435
27 316 435
28 1130 2 001
29 6733 15 119

pai Szocialis Alap tarsfinanszirozasaval valésul meg (a tamogatés szama TAMOP
4.2.1/B-09/1/KMR-2010-0003).
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DEGREE SEQUENCES OF MULTIGRAPHS
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Let a, b and n integers, 0 < a < band n > 1. (a, b, n)-graphs are loopless multigraphs in which
any two vertices are connected with an least a and at most b edges and contain n vertices. Havel
in 1955 [28], Erdds and Gallai in 1960 [20], Hakimi in 1962 [27], Tripathi, Venugopalan and West
in 2010 [87] proposed a method to decide, whether a sequence of nonnegative integers can be the
degree sequence of a (0,1, n)-graph. These methods are at least quadratic in worst case. Takahashi
[84] in 2007 while Hell and Kirkpatrick [29] in 2009 proposed linear algorithm. Chungphaisan in
1974 [18] extended Havel-Hakimi and Erdgs-Gallai theorem for (0, b, n)-graphs. We extend Erdgs-
Gallai-Chungphaisan theorem for (a, b, n)-graphs and propose a linear time algorithm, based on
our theorem. We also propose a linear time version of the testing Havel-Hakimi algorithm and
extend it for (0,2, n)-graphs.
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KOZOSSEGEK ES SZEREPUK A KISVILAG GRAFOKBAN

BARTALOS ISTVAN ES PLUHAR ANDRAS

Osszefoglalé irasunkban kisérletet tesziink a grafokra kifejlesztett kozosség-
keres§ algoritmusok attekintésére, egységesitésére és kiértékelésére. Bemu-
tatjuk az eredményként elGallo kozOsségi informécio felhasznalasat a gra-
fos adatbanyaszatban és a grafok segitségével végrehajthat6 modellezésben,
melyeknek sikeres gyakorlati alkalmazasai vannak.

1. Bevezetés

A kisvildg grifok felfedezése jelentGsen megvéltoztatta, kibGvitette a grafelmé-
leti kutatasok iranyat, lasd Barabasi és Albert [2, 3]. Nemcsak ezek a grafok kiilon-
béznek a korabban vizsgalt grafoktoél, hanem a veliikk kapcsolatban megfogalmazott
kérdések és problémék is.

Nem kénnyti feladat egy kisvilag graf felépitéséhez sziikséges informaciok Gssze-
gyljtése, vagy éppen annak eldéntése, hogyan készitsiink a rendelkezésre all6 ada-
tokbol grafot, lasd Csernenszky és tarsai, illetve Hidalgo és tarsai [13, 23]. Ugyan-
igy, bar szamos prébélkozas tortént, nincs minden igénynek eleget tevé modell
véletlen kisvilag grafok generélasara sem, lasd Cami és Deo [11].

A valos alkalmazasokban fellépd méretek miatt idGigényes algoritmusok nem-
igen hasznalhatok, igy jobbara meg kell elégedni egyszertibb heurisztikakkal,
melyek sokszor a fizikabol kolcsonzott intuiciobol erednek, lasd Barabasi, Bollo-
bas, Newman cikkei [3, 5, 28]. A szokasos jelolést kovetve egy G graf ponthalmazét
V(G)-vel, élhalmazat pedig E(G)-vel jeloljik. Ha az utobbi rendezett parokat tar-
talmaz, akkor G irdnyitott, és az élek sulyozottak is lehetnek.

A legt6bb tovabbi vizsgalat egyik alapvetd feltétele a graf pontjainak klasszifi-
kacioja, csoportokba rendezése. Ez torténhet osztilyozassal, azaz V (G)-t felbont-
juk {C;}™, halmazok, tn. klaszterek diszjunkt unidjara. A masik megkozelités-
ben nem kivanjuk meg sem a csoportjaink diszjunktsagat, sem azt, hogy egyiitt
kiadjak V(G)-t. Ezeket az entitasokat szokas kozosségeknek hivni; mi itt kdzdsség
alatt mindig ezeket értjiik, mig az osztalyozas elemeit klasztereknek hivjuk. Renge-
teg erdfeszités tortént a klaszterek elGallitasara, vizsgalatara, illetve alkalmazésara,
részletesen lasd pl. Newman [28]. Annyit megjegyeznénk, hogy a klaszterek els-
allitasara mind an. top down (feliilrdl lefelé) és bottom up (alulrol felfele) épitkezs
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algoritmusokat javasoltak. Ezzel szemben a kozosségek keresésére szolgalo algorit-
musok jobbara az alulrél épitkezést hasznaljak, azaz kisebb kozdsségek novelésével
probalnak megfelelg eredményhez jutni.

A klaszterezés (és igy a kozOsségkeresés is) elméletileg megalapozhatatlan Klein-
berg [25] eredménye szerint, ezért, a sokszor kivetett pragmatikus megoldas marad:
vesziink egy ésszertinek ting algoritmust, az eredményét definidljuk klaszterek-
nek/kozossegeknek, és megnézziik hasznalhatosagat.

2. Néhany algoritmus

Harom tipikus kozosségkeresd algoritmust tekintiink, melyek hasonlé elven ala-
pulnak. Az egyik elsd, ténylegesen hasznélt algoritmus az NTT, Csizmadia és
téarsai, ill. Pluhar [8, 15, 31, 32]. A k-klikk perkolacios algoritmus, a CPM, az
elsG széles kérben ismert modszer, melyet Palla és tarsai [29] szintén valos felada-
tokra alkalmaztak. Az élek klaszterezése a harmadik — f6ként elméleti érdekességii
Pluhar, Evans és Lambiote [31, 17].

2.1. Az NTT algoritmus
[32, 15] Ez egy generikus algoritmus egy tetszéleges
f:2Y@xv@E) - R
és ¢ : N — R fliggvénnyel, ahol f(A,x) jelenti az A kozdsség és az x csucs kapcso-
latanak erésségét. Csatoljuk z-et A-hoz, ha f(A,x) > c(|4]).

A Build szubrutin lentrdl felfelé épitkezve megadja a kdzdsségek K halmazanak
elsg kozelitését.

Algorithm 2.1 A BUILD PSZEUDO KODJA
1. begin(Build)

2. input G, k, ¢ //max k-elemi c-kozosségeket kerestink
3. let £ :=V(G) / /kezdetben a cstcsok a kozosségek L =0
a. fori=1tok
5. VAe K, x € V(G) ha f(A,z) > c(|4]),

akkor tegyik AU {z}-t K-ba.
6. Toroljiik az Osszes olyan A € K-t,

amelyre A C Be K és A+# B.
7. print K, .G legfeljebb k-elemi c-kozosségei”.

s. end(Build)
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A Build végrehajtasa utan a Merge-t hasznaljuk a majdnem azonos kozosségek
Osszeolvasztasara. Legyen C olyan graf, amelyben V(C) = K és (A, B) € E(C), ha
AN B ,elég nagy”. Cseréljiik ilyenkor K-t (K \ {4, B}) U{AU B}-ra. Ezutan a C
elemei legyenek a kozosségek. A tapasztalat az alabbi értékeket javasolja. Jelentse
anagy a 60%-at a kisebb halmaz elemszamanak. Az f(A, ) értéke az = és A kozotti
egy és kettd hosszuisdgu utak szamétoél fiigg. Tehat ahhoz, hogy megkapjuk az a-
et tartalmazo kozosségeket, elegendd keresni az N+ (z) := N(N(z)) halmazban,
azaz legfeljebb a mésodik szomszédok kozott.

Néhéany hasonlé modszert sorol Fortunato [18].

2.2. k-klikkek perkolacioja

Roviden CPM modszer, [29]. Itt k € N adott, mint az algoritmus paramétere.
Miutan megtalaltuk az 6sszes k-klikket G-ben, tekintjiik azt a @ grafot, melynek
csicsai ezen klikkek és (A, B) € E(Qy) pontosan akkor, ha |[AN B| = k — 1.
A kozosségek Q. Osszefiiggd komponensei klikkjeinek egyesitései lesznek.

2.3. Elek klaszterezése

[31, 17] Klaszterezziik valamilyen modon az élek halmazat. Az egyes klaszterek
éleinek végpontjai lesznek a kozosségek.

Ezek a modszerek kiilonboznek a talalt kozosségek tipusaiban és a szamitasi
koltségeikben is. Jollehet az élek klaszterezését konnyd végrehajtani, hasznalata
mégis jelentSs hatranyokkal jar (pl. a kapott kozOsségek atfedése legfeljebb egy
csticspont mélységi).

Az NTT és a CPM a legigéretesebb algoritmusok; persze az implementaciok
mindsége lényeges szempont. Kisvilag grafokon mindketts majdnem lineéris idében
fut, ami természetes kovetelmeény, ha valodi feladatokkal foglalkozunk.!

2.4. Egységes szemlélet

Vegyiik észre, hogy a harom felsorolt algoritmus csalad végrehajtasa két 1épés-
bdl all. Elsszor egy F = (V,H) hipergrafot hataroznak meg, ahol V = V(G)
és H C 2¥V. A H elemei lesznek a kozosségek épitdkovei. A masodik 1épésben
H-t alkalmas d tavolsagfiiggvénnyel ellatva M = (H, d) metrikus teret készitiink.
Ezutan valamilyen klaszterez6 algoritmussal M klasztereinek egy C halmazat kap-
juk. Veégiil a keletkezett klasztereket V' részhalmazaival azonositjuk agy, hogy egy
Ci € C-re K; :=Upec, H, ahol K; koztsség megfelel C; klaszternek.

A fenti algoritmusoknal H elemei (az épitSkovek) rendre kis striségd rész-
grafok, k-klikkek, illetve élhalmazok. A koztiik levs kapcsolatot leird D grafban
pontosan akkor van él, ha a kapcsolat szoros. Az elsg esetben (K;, K;) € D, ha

1z csticsok millibit jelenti. Az N1 elérhet§ a Sixtep szoftverrel, mig a klikk-perkolaciot
a CFinderrel probaltuk ki. Ezennel megk6szonjiik a programok készitGinek, hogy tudoményos
célokra elérhet6vé tették a szoftveriiket.
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|K; N K| elég nagy, a masodikban, ha |K; N K| = k — 1, mig a harmadik esetben
ez parameéter.

2.5. Kozpontisag alapii k6zosségkeresések

Az el6zd alfejezet paradigmajaba bele nem ill§ megoldasok is lehetségesek.
Costa [12] a nagy rangi pontok koziil valaszt egy fiiggetlen halmazt; ezek lesznek
a kozosségek kozepei, majd p sugara gombdoket képez koriilottiik. Tavolsagfiige-
vénynek a G természetes metrikijat hasznélja, amely a p paraméter értékétsl fiig-
g@en atfedésekhez vezet(het). Egy masik megkozelitésben Kovacs és tarsai [26]
elGszor egy kifinomult hatasfiiggvényt szamolnak ki, amely a pontok kézpontisa-
ganak mértéke. Ennek alapjan nivofeliiletet képeznek, és a feliilet kiemelkedéseit
azonositjak mint kdzosségeket.

3. Kiértékelés

Mivel a kozbsségek (vagy klaszterek) definicioi tobbé-keveésbé tetszilegesek,
Kleinberg [25], hasznossaguk mérésére is sokféle elgondolas sziiletett. Jollehet ez
alapvets kérdés, a kutatok nézdpontjai természetesen eltéréek. Az alabbiakban
vazoljuk, hogvan lehet egy-egy kozosség fogalom hasznalhatésigat megéllapitani.
Egy direkt mddszer kozvetleniil hasonlitja 6ssze az adodo kozosségeket és a grafrol
meglevs egyéb informacionkat, mig az indirekt médszerek egy modell valtozojaként
kezelik a kozOsségi informdaciot, és az elGrejelzés pontositasdnak mértékén mérik
ennek hasznossagat.

3.1. Tapasztalatok és paraméterezés

Elgszor futtatni kell az algoritmusokat, meg kell kapni az eredményeket és
esetleg matematikai kovetkeztetéseket levonni bizonyos grafosztélyokrol. Nagyon
fontos az algoritmusok sebessége. Valddi sebességiiket nem konnyt 6sszehasonli-
tani, mivel ez erdsen fiigg az implementaciojuktol és a tesztgrafoktol (gyakorlati
graf avagy elméleti konstrukeio).

Mindharom algoritmus gyors, és altaldban is a alfejezetben leirt csaldd al-
goritmusai hatalmas méretd problémak megoldésara képesek. A pontban még
visszatériink erre a kérdésre, és kozliink néhany eredményt a futési idSkrél és a
megoldasok josagarol, részletesen 1asd Griechisch és Pluhar [22].

A klikk-perkolécios modszer figyelemre mélté mind elméleti, mind gyakorlati
szemszogb6l nézve. Az Erdds-Rényi random grafok kapcsan alaposan megvizs-
galtak, Bollobas és Riordan [6], és a gyakorlatban is hasznalhaténak bizonyult,
Adamcsek és tarsai [1]. Mindazonaltal a CPM néha tal nagy kozosségeket ad, és a
paraméterezése is rejtélyes, hiszen hogyan dontjiik el, milyen értéke legyen k-nak?

Az NTT algoritmus meglehetSsen heurisztikus, elméleti vizsgédlata nem kivite-
lezhets. F6 el6nye a sebesség, a kozosségek kis dtmérdSje és a megbizhatésag.

Az élklaszterezé modszereket még kevéssé vizsgaltak. Nyilvanvalé hatranyuk,
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hogy az altaluk kapott kozosségeknek legfeljebb egy kozos elemiik lehet. Valodi
grafoknél ez tul szoros feltétel.

Néhany benchmark grafon kiprobaltunk a CPM és az N1+ algoritmusokat, a
tapasztalatokat Zachary hires grafjan illusztraljuk, lasd Zachary [35]. Ez a graf a
barati kapcsolatokat irja le egy karate klubban, amely éppen a vizsgalt idGszakban
valt ketté. Az egyik rész (A) a japan mesterrel maradt, mig a masik (B) az amerikai
helyettesével tartott. A CPM k = 3 esetén harom kozosséget ad, rendre 3, 6 és
24 mérettel, mig k = 4-re szintén harom kozosség keletkezik, melyek mérete 4, 4
és 7. k = 5 esetén egyetlen 6 pontu kozosség lesz. Itt a k = 3 és k = 4 esetek
kozosségeinek kombinélasa tiinik jo megoldasnak, és a k6zGsségek ekkor az A és
B halmazok belsejében htizodnak. Az N+ algoritmus 12 kozdsséget ad, rendre a
darabszamok /méretek: 4/3, 5/4, 1/6 és 2/7. Egyet kivéve a kozosségek A, vagy
B belsejében vannak. A szakadas egy lehetséges magyarazata igy éppen az A-t és
B-t 6sszekotd kozosség felbomlasa lehet.

3.2. Grafikus

A korai publikiciok altaldban a graf valamilyen vizuélis formaja alapjan haté-
rozzdk meg a kozosségeket. A szem éltal végzett klaszterezések jonak bizonyultak.
Az atlapolodo kozosségek meghatarozasa méar nehezebb, mert a vizualizdcié mar
nem annyira kézenfekvd.

Egy lehet&ség a kiilonb6zs klaszterezések, kozosségek Gsszehasonlitdsara a graf
lerajzolasa és a tetszés szerinti értékelése. A tapasztalat szerint a jo klasztere-
zések a szem szamadra is kellemesek, az egy klaszterbe keriil6 pontok tébbnyire
kozel vannak egymashoz. A kozosségek vizsgalatara mar nem olyan egyszert ilyen
moédon. Néhany oOtlet segithet, pl. a kozosségek metszetgrafjanak a megjelenitése.
Az I(G) metszetgrafban G kozosségel a pontok, és két pont akkor 6sszekotott, ha
a kozosségek metszete nem {ires, azaz I(G) = (V(H), E(H)), ahol V(H) = K és
(Ci,Cj) € E(H), ha |C; N Cj| > 0. Hatranya ennek a megkozelitésnek, hogy csak
kis grafokon hasznalhatd, és a klaszterek meghatarozasa mindig szubjektiv.?

Ismét a Zachary-grafot tekintve, lasd Griechisch és Pluhar [22], a CPM egy
nem osszefiiged H grafot ad. Az NT7T altal adott H metszetgraf informativabb.
Két stirt részgrafbol all, melyeknek egy k6z0s = pontja van, amely vagépont
H-ban. Az z-nek megfelel egy négy pontbol allo Cy kozosség, amely a japan mestert
(1), a helyettesét (33) és a 3, illetve 9 szdmokkal cimkézett embereket tartalmazza.
(Ez a kozosség kiilonben az egyetlen, amelynek nem {ires a metszete A-val és B-vel
is.) Co = K4 \ e, az egyetlen hianyzo6 él éppen az (1,33), ami érthets. Amikor a
klub szakadasa megtortént, az elszakitotta a 3 és a 9 pontot, és ezzel megsziint a
Cy kozosség, amely addig kapocs lehetett a klubban. Kis fantaziaval feltételezhetd,
mér nem viselte el a fesziiltséget, és megszakadt, akkor az a klub végét is jelentette
egyben.

2@rafok vizualizalasara a force directed algoritmus bizonyult a legjobbnak. Azonban ez O(n?)
id6t igényel, ami megakadalyozza hasznalatat, ha n millibs nagysagu.
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3.3. Véletlen kisvilag grafok

Sokféle modon lehet véletlen grafokat generalni, melyek megragadjak a kisvilag
grafok egy-egy lényeges tulajdonsagat, lasd Barabasi és Albert, Cami és Deo [2, 11].
Ezek kozill a Preferential Attachment (PA) és a Vertex Copy (VC) modellekrdl
szolunk részletesebben. Megjegyezziik, hogy masfajta megkdzelitések is vannak,
pl. a véletlen metszetgraf modellt vizsgélja Stark [34].3

Mindkét modell rekurzivan definidlt; egy mar meglévé részgrathoz vesz hozza
egy Uj x pontot, de az x szomszédsigat masképp generaljak. A PA-modellben az x
pont k 4j élt hoz, ezeket egymastol fiiggetleniil és véletleniil k6tjiik a régi pontokhoz,
egy y-hoz a d(y) fokszammal aranyos valoszintiséggel. A VC-modellben egy régi
s pontot valasztunk egyenletes eloszlassal, és az 0j = ponttal az N(s) pontjait p
valészintiséggel, egyméastol fliggetleniil 6sszekotjiik.

A tapasztalatok vegyesek, és tobbet mondanak a modellekrsl, mint a CPM,
vagy az NTT algoritmusokrél. Az alabbiakban illusztraljuk a futdsi eredményeket
két, nagyjabol egy kategoriaba tartozo grathalmazon, részletesen [22]. A grafok 100
pontiak, a Gy és H; grafokat a PA-modell adja, |E(G1)| = 192, |E(Hy)| = 358,
mig a G és Hy grafokat, amelyekre |E(G2)| = 151 és |E(H2)| = 378, a VC-modell
szerint éllitottuk el6. A #C és #CO a klaszterek, illetve a kozosségek szamat
jelenti, mig a k fejlécti oszlop a k méretd kdzosségek szama. A CPM esetében a
k fejlécd oszlop viszont az algoritmus k paraméterére utal, amely szerint a futas
tortént. A klasztereket Newman modularitds maximalizalé heurisztikaja allitotta
el6, lasd a kovetkez§ alfejezetben.

graf / algoritmus H#C | #CO |3 |4 |5 |6 |7 |>7
G; / CPM 10 |7 7

Gy / N*tt 10 |9 51001211
Gy / CPM 9 |17 [13]4

Gy / Nt 9 22 8 |72 |41 10
H, / CPM 6 |10 |73

Hy /| NT*t 6 37 5121319 |7 |12
H, / CPM 6 24 4 |8 6

Hy, | N*+ 6 |26 [s8|3]2]5]1]7

3.4. Modularitas

A Newman-modularitas [28] a G graf és komponenseinek alabbi fiiggvénye:

1 ik;
Q - % %: |:AZ] - Qm] 5(Ciacj)7

3A metszetgrafokra a CPM hajlamos tul nagy kozosségeket adni. A lehetséges javitas erre
maximélni a kdzosségek atméréjét az Nt+-hoz hasonloan.
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ahol m = |E(G)|, A;; a G adjacencia méatrixa, k; az i-edik csucs fokszama, ¢; a kom-
ponense és §(c;, ¢;) a Kronecker-szimbélum. A klaszterez6 algoritmusok alapulhat-
nak valamilyen matematikai vagy fizikai heurisztikan, mint pl. edge-betweenness
(EB), eigenvectors (EV), label propagation (LP), spin glass (SG), walk trap (WT),
vagy megprobaljaik maximalizalni a modularitasi fiiggvényt az 6sszes komponensek
halmazan valamilyen moho algoritmussal.

A modularitasra adott formula altalanosithat6é kozodsségekre, Népusz és tarsai
[27], ha s;;-t irunk &(c;, ¢;) helyett, ahol s;; valamilyen ¢ és j kozotti hasonlosagi
mérték. (Jelen esetben u; az i-edik pont valoszintiségi eloszlasa a kozossegek folott,
és s;; = (uj, u;), de lehetne barmely |lu; — ;|| norma is.)

Masrészt a kozosségek kdzvetlendil is megkaphatok a modularitasi fliggvény érté-
kének maximalizalasaval is, lasd [22]. Mivel egy kvadratikus célfiiggvény maxima-
lizalasat kell elvégezni, ez a megkozelités csak kis grafok esetén lehetséges, bar
igy is hasznos benchmarkokat ad. Egy masik ut az optimum heurisztikdkkal valé
megkozelitése, csakigy, mint a klaszterezés esetén. Egy mésik tanulsag, hogy a
klaszterek és a kozosségek szerkezete nem mérhetd ugyanazzal a mértékkel, ezért
tovabbi stulyozést kell hasznélni. Az algoritmusok tesztelésének eredményeit a mar
jol ismert Zachary-grafon mutatjuk be. A klaszterezést klikk-perkolacio (CPM)
koveti, a klikkek mérete k = 3 és k = 4, az algoritmus N7, A futasi id6k masod-
percben adottak, #C mutatja a klaszterek, vagy kozosségek szamat (amelyik adott
esetben értelmezett).

algoritmus | modularitas | futasids #C
EB 0.4013 0.0100 5
EV 0.3727 0.0000 3
Gr 0.3807 0.0000 3
LP 0.4020 0.0000 3
SP 0.4063 1.1500 6
wT 0.4198 0.0000 4
CPM 3 0.2438 0.012 3
CPM 4 0.2557 3
N+t+ 0.1947 0.6690 12

Algoritmusaink hasznalhatésagéat olyan hélozatokon ellendrizhetjiik, amelyek
kozosségei ismertek. MegfigyelhetSk a kiilonféle kozosségi halozatok (telekommuni-
kacios, ismeretségi, Erasmus-kapcsolatok gréafja stb.) miikodése kozotti hasonlosa-
gok, és majdnem minden algoritmus hasznos észrevételeket eredményez. Megalla-
pithato, hogy a kozosségeket hasznald algoritmusok sokkal jobbak, mint a csak
klasztereket hasznalok.

3.5. Finomitasok, idé és rendezések

Végezhetiink a grafikus moédszerhez hasonlé tanulméanyokat is, ha van valami-
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lyen, az éleken vagy a csticsokon értelmezett fiiggvényiink. Latunk néhiny nagyon
szubjektiv, de mégis emlitésre méltod jelenséget.

i.  Mindenekel6tt a klaszterek rendszerint joval nagyobbak, mint a kézosségek,
és a szamuk is kevesebb.

ii. A kozosségek szama akir a hatvanytOrvényt is kovetheti/koveti, bar ezt
ellendrizni nem lehetséges.

iii. A kozosségek rendszerint a klasztereken beliil vannak, és ezeknek egy
finom szerkezetét mutatjak. A forditott irdny is el6fordul, ilyenkor a klasz-
terek adnak informaciot a kozosségekrol. Azaz a legérdekesebb kozosségek
azok, amelyek elemei t6bb klaszterhez tartoznak.

iv. A szocialis grafokban meggyézddtiink a gyenge kapcsolatok szerepérdl,
Granovetter [20], és vizsgaltunk is néhany algoritmust. Az N1 altal
kapott kozosségeken beliil szinte kizarolag csak erds élek vannak, mig a
gyenge élek a kozOsségek kozott vannak. A kisvilag grafok masik tipusanal
az 1n. technikai grafoknal? ilyet nem tapasztaltunk. Adatainkat Hidalgo
és téarsai [23] cikkébdl vettitk. (A CPM nem adott j6 eredményt semmi-
lyen k-ra, talan azért, mert tal érzékeny a mérési hibakra és a hianyzo
adatokra.)

v. Srzocidlis grafokban a csticsoknak természetes attributuma lehet az az ids-
pont, amikor a csics csatlakozott a halézathoz. Ez a sorrend nem mutat-
haté ki, ha az egész halozat klasztereit nézziik, de figyelemre méltd az
egybeesés, ha csak egy kivalasztott csiics szomszédsagat tekintjiik. Ebben
az esetben a klaszterek néha jellemezhetSk valamilyen idSintervallummal,
vagy térbeli korlattal. Megjegyzendd, hogy a kozodsségek atnyulhatnak a
klaszterek hatarain.

3.6. Dinamikus grafok

Az alkalmazasokban felléps grafok fligghetnek az id6tol, igy esetleg eldéntendd
kérdés, melyik formajukat hasznaljuk.> Az egyik alapvets feladat a kozosségek
nyomonkdvetése, a valtozasanak a lefrasa. Ezt Palla és tarsai [30], illetve Bota és
tarsai [9] kisérelték meg. A megallapitasok hasonld és eltérs elemeket egyarant
tartalmaznak; az utobbinak sok forrasa lehet. Az egyik, hogy mig a [30] kisérletei
a CPM, a [9] szerz6i az N1 algoritmust hasznaltak. Kiilonboztek az adatbézisok,
a [30] az Gn. co-authorship grafot és egy (amerikai) telefonhivasi grafot, mig a [9]
egy banki tranzakcios grafot és egy (magyar) telefonhivési grafot elemzett. Végiil
a metodika is kiilonbo6zott, a [30] szerzdi egyszert axiomatikus feltételekkel éltek a
kozosségekkel torténhets elemi eseményekre (valtozatlan marad, elttinik, kettévalik,

4 A szocialis grafoknal az (z,y) és (z, 2) élek megléte megndveli az (y, 2) él letezésének feltételes
valoszintiségét, mig a technikai grafokban ilyenkor ez a valdszintiség cstkken.

5peéldaul a két egymas utani honapban a telefonhivasokbol elSallitott grafok élhalmaza csak
kb. 30%-ban egyezik meg.
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egyesiil, ng, zsugorodik), addig a [9] kisérletei megmutattak, hogy az esetek egy
jelentSs része nem fér bele ebbe a keretbe. Nyitott kérdés, hogy az élek erdssége
Osszefiigg-e azzal, mennyire valtozé kozosségekben huzddnak az élek, ldsd még az
el6z6 alfejezet iv. pontjat.

3.7. Sialyozas

Sulyozott grafokkal nehéz foglalkozni. Jollehet az indirekt moédszerek numeri-
kus eredményei megbizhatébbak, de ha ezeket kiterjesztjiik stulyozott grafokra, az
eredmények még kevéssé ismertek, Bota [7].

Az alabbiakban az indirekt kiértékelés egy modelljét vazoljuk.® Az infekcios
modellek a valédi grafok alkalmazasinak kdzéppontjaban dllnak, Boguna és Pastor-
Satorras [4], de alkalmasat konstrudlni nehéz. F6 szempontjai: (i) melyik modellt
valasszuk, (ii) mik a lényeges valtozok, és (iii) hogyan hatarozzuk meg a paramé-
terek értékét. Vizsgélataink a banki szféra két probléméjara koncentralodtak: 90
napot meghalad6 nem fizetés, az un. hitel default, és dltaldban a késedelmes fizetés,
Csernenszky és tarsai [13, 14]. Hangstlyozzuk, hogy bar a két probléma hasonlo,
mégis vannak koztiik 1ényeges kiilonbségek.

A {6 hasonlésag a fenti két folyamatban, hogy mindkettd ragilyos, azaz az
iizleti partnereket is megfertézheti. Mindazonéltal nagy gondossaggal kell vizsgélni
a jelenségeket, hiszen az iizleti nehézségek nem pusztan a kérnyezetbsl adédhatnak,
belss okai is vannak.” Tehat a feladatunk az, ha egy probléméra, pl. a hitel default
esetén, adottak egy-egy cég apriori valészintségei, akkor becsiiljiik meg az a poste-
riori default valoszinlségeket, amelyek egy fertézési folyamat utan értelmezettek.
A valbsziniiségek kiilonbségét tekinthetjiik az adott problémaban felléps hdlozati
hatdsnak. A probléma jellege miatt (azaz nincs felépiilés, a fertézés valosziniisége
nem konstans az éleken) kizarjuk az epidemiologidban amugy sikeres SIR vagy SIS
modellek hasznalatat. A célunknak legjobban a fiiggetlen kaszkdd modell felel meg.

3.8. Fiiggetlen kaszkad modell (IC)

A fiiggetlen kaszkadrdl, vagy megalkot6i alapjan a Domingos—Richardson-mo-
dellrsl 1lasd b&vebben Domingos és Richardson, Kempe és tarsai [16, 24]. Megje-
gyezziik, hogy a modell egy ekvivalens valtozatat vizsgalta kordbban Granovetter
[21].

Adott egy G élstlyozott graf, ahol a (v, w) élhez a p,, ., valosziniséget tarsitjuk.
Az infekcié az alabbi modon torténik.

Az els6 lépésben a fertdzott cstcsok Fp halmazét tekintjiik aktivnak, azaz
F1 = Al.

6Mas megkozelitéssel egy esettanulmanyt vizsgalunk, amely bizonyitotta a halézati modellek
és a kozosségek hasznéalhatosagat.

7A gazdasag altalanos allapota figyelembe vehetd egy fiktiv ponttal, amely mindenkivel Gssze
van kotve.
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Altalanosan a w € V(G) \ F;_; cstics p = HveAifl Do, valoszintséggel fer-
t6z6dik meg az i-edik lépésben, és ekkor w € F;. A frissen fert6z6tt pontok a
rakiovetkezd lépésben fertézhetnek csupan, azaz A; = F; \ F;_1. Ha valamely i-re
F; = F;_4, akkor leall a folyamat.

Megjegyezziik, hogy a pontok fertézési valdszintiségének kiszamitasa nehéz
probléma, jobbira szimulacidkon alapul, lasd Kempe és tarsai, Csernenszky és
téarsai [24, 13].

3.9. Sulyozas és optimalizalas

A megfelels modellhez az IC-modellt médositanunk kell. Mivel az a posteriori
fertézési valoszintiségeket tgyis szimulacidkkal becsiiljiik, kézenfekvs a szimulécio
részévé tenni az a priori fertzési valoszintiségeket [14]. Ezzel a kezdeti fert&zés
0-1 értékei helyett teszdleges eloszlast hasznalhatunk. Nagyobb problémat okoz a
Do, Elfertdzési valoszintségek becslése, ezt az irdnyt a fenti cikk mellett az aldbbi
publikaciokban kisérelték meg: Goyal és tarsai, Saito és tarsai [19, 33]; sajnos
alapvetGen kiilénb6z6 feltevésekkel dolgozva.

A megoldas a kévetkezSképpen torténhet. A szokdsos modon tanuld és teszt
adatbézist vesziink fel. A p, . valoszintiségeket a tanuldhalmaz segitségével
becsiiljiik, majd a teszthalmazzal mérjiik vissza. A masik probléma, hogy a py .,
valoszindségek becslése alulhatarozott problémahoz vezet; itt azt feltételezzik, p,
a v,w pontok és a (v,w) élhez tartoz6 attributumoknak valamilyen (szamunkra
ismeretlen) fiiggvénye. Ezt néhany paraméter segitségével fejezziik ki, majd a para-
métereket optimalizaljuk, hogy minél jobban kdzelitse a tanulohalmazban megadott
tényleges fertGzési folyamatot. Végil meg kell vilasztanunk a célfiiggvényt, amely a
becsléseink josdgat méri. A Bota és tarsai [10] kutatasaiban ez a szokasos normakat
jelenti, mig az alkalmazas jellege miatt a [14] az tn. gain curve megkozelitést hasz-
nalta. Ebben a graf pontjait a modell altal (a teszthalmazon) szamitott fert&zési
valOsziniiség szerinti forditott sorrendbe allitjuk. Legyenek ezek a valoszintségek
w1 >,...,> wy. Definidljuk a nyereség (gain) fliggvényt a

gain(z) = %fﬂc &

i=1 Wi

formuléval, és maximalizaljuk a

/ l gain(x)dx

z=1
értéket.

A py . élfertézési valoszintiségek az alabb részletezendd attribitumokbél lettek
felépitve. Szisztematikus kereséssel lettek kiprobalva a fiiggvények?®, illetve a para-
méterezésiik. A végss aggregalasa a traszformalt értékeknek hasonloan tértént, mig
a legjobb paraméter értékek keresése grid search altal tortént.”

8 Az alapfiiggvények: linearis, kvadratikus, logaritmus, exponenciélis és szigmoid.
9A tapasztalat szerint nagyobb feladatok megoldasat adhatja a numerikus derivilas és a gra-
diens modszer megfelel§ kombinacidja, lasd [10].
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3.10. Eredmények

Itt egyetlen kisérletet emelnénk ki a sok lehetséges modell koziil. A részletes
tanulmanyt, amely az OTP KKV szektor adatbézisan alapult, lasd [14]. A tranz-
akcios adatbézis 2008 augusztus és 2009 aprilis (6 honapos) idéintervallumaban
rogzitett adatin alapult a tranzakciés graf, mig a fert6zési folyamat 2009 februar
és aprilis (3 havi) adatait hasznalta. A default események felvétele az alabbi két
intervallumban tortént: egy hosszabb 2009 méjus és 2010 aprilis k6zott (12 honap),
egy rovidebb pedig 2009 majus és 2009 jalius kézott (3 honap).

A kovetkezd tapasztalatok addédtak:

1. A révidebb (3 honapos) default monitoron alapulé modellek jobban telje-

sitenek, mint a hosszabbon.

2. Az élek iranyitésa lényegés vevi-eladd formaban kell felvenni, azaz ha z

utal pénzt y-nak, akkor (z,y) € F(G).1°

3. Indirekt élek. Ha van = — z és z — y tranzakcio, de z nem ismert (pl. nem

kliense az OTP-nek), a fertézési modellben szerepet kaphat (z,y) élként
elszamolva, ahol az attributumokra a IV/ii hasznalando.

4. A lényegesnek bizonyult valtozok, illetve a rajuk vonatkozé tapasztalatok:
(i) A kozosségi informécio. (Adott él tartozik-e kozosségbe?)
(il) Az (z,y) él 6rokli az « valtozoit (de y-ét nem).
(iii) A relativ forgalom szamit, azaz az élen kiild6tt transzfer és a traszfer
Osszegének hanyadosa.
(iv) A kliens életkora. (Milyen 6reg egy vallalat?)
(v) Viselkedés tipusa véltozok (queuing, overdraft stb.).

Mindazonaltal a legerdsebb véltozok az (i) és (iii) pontban emlitettek.

A modellek altal adott javitas az an. lift segitségével értelmezhetSk. A [14] sze-
rint, a defaultba esé kliensek megtalaldsaban a szektortol fliggden 3-4, egyes szekto-
rokban (a legkockézatosabb tigyfelek esetén) 10-12-szeres lift adodik. A kozosségi
hatas erds, ha (z,y) egy kozbsségen beliil futé él, akkor kb. haromszoros ferts-
zési valoszintiséggel szdmolandd, a hasonld, de kbzosségen kiviil futo élhez képest.
Hasonlo eredményekrdl szamol be a [13] dolgozat.

4. K6szonetnyilvanitas

A kutatasokat az OTKA és a Magyar kormany és az Europai Uni6é "Social
Renewal Operational Programme" keretében miikods TAMOP palydzat tamogatta.

10A modell iranyitatlan élekkel is javitast hoz a halézatot nem hasznalé modellekhez képest;
ezt egyfajta halozati hatas okozza, hisz a gazdasag szerepldi kolesonss fiiggésben vannak, illetve
a hélozat a szektort is megragadja.
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Az elsS szerzét a TAMOP-4.2.1/B-09/1/KONV-2010-0005, mig a masodik szerzt
az OTKA K76099 és futurICT.hu nevti, TAMOP-4.2.2.C-11/1/KONV-2012-0013
azonositoszamu projekt tamogatta az Furdpai Unid és az Eurdpai Szocidlis Alap
tarsfinanszirozisa mellett.
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COMMUNITIES AND THEIR ROLE IN SMALL WORLD GRAPHS
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We survey and unify the methods developed for finding overlapping communities in Small
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munity information help in graph mining or in the investigation of complex graph models that
have succesful applications.
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ERZEKENYSEGVIZSGALATOK A STATISZTIKAI ELJARASOKBAN

TAKACS SZABOLCS

Bizonyos matematikai eljarasok fontos, kihagyhatatlan része az ugyneve-
zett érzékenységvizsgilat. E vizsgalat soran arra vagyunk elsésorban kivan-
csiak, hogy a kiilonb6z6 inputadatok megvaltozasa kovetkeztében feladatunk
megoldasa (eredménye) milyen mértékben valtozik — illetve milyen viselke-
dést mutat. Erdekes kérdés lehet az is, hogy milyen input valtozasok esetén
nem moédosul a megoldas, ahogyan az is, hogy mely input adatok lesznek
nagyobb, mely input adatok pedig kisebb hatassal a kimeneti adatok vélto-
zasaira.

A statisztikai kérdésfelvetések soran mas és mas teriileteken eltérd
fogalmi hattérrel vizsgalhatjuk ezt a jelenséget. Ahogy majd latni fogjuk:
mast jelent az érzékenység a becsléselméletben, mast egyes hipotézisvizsga-
lati modszereknél és megint mast jelent az elsGsorban modellezésre hasznalt
eljarasok esetében.

Cikkiinkben nem kivanunk teljes betekintést nytjtani e vizsgalati mod-
szerek széles tarhazaba és alkalmazasiba — pusztan arra vallalkozunk, hogy
felvazoljuk e teriilet széles alkalmazési spektrumat. Szeretnénk tovabba fel-
hivni a figyelmet ezen — altalaban kiegészité — eljarasok fontossagara.

A cikkben nem célunk 1j matematikai allitdsok megfogalmazasa — sok-
kal inkabb bizonyos kérdések felvetése, melyekre a cikk megirasa soran tett
kutatéomunkank kapcsdn nem talaltunk megnyugtaté valaszokat.

1. Bevezetd

A statisztika az egyik leginkabb alkalmazott teriilete a matematikinak: szdmta-
lan teriileten jelen van kutatési eszkdzként, alkalmazoi pedig nem feltétleniil mate-
matikusok. Példaul Prékopa [37] miszaki alkalmazésokat tartalmazo kényve is
segédanyagként szolgalhat azok szdmara, akik nem matematikusként, de miiszaki
teriileteken kivanjak a statisztikit alkalmazni. Azonban a konyv nem tartalmazza
(mert nem is tartalmazhatja) a tudomanyteriilet néhany olyan sajatossagat, me-
lyek az utébbi évtizedekben kezdtek teret nyerni, hiszen jellemz&en mind szamitas-
igényes eljarasok.

Szamos tudoméanyteriilet foglalkozik azzal a kérdéssel, hogy egyes kisérletek
végeredménye milyen mértékben, illetve milyen médon fiigg a bemeneti adatoktol.
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Mely bemeneti adatok azok, melyekre nézve a kisérlet stabilitdst mutat és melyek
azok, amelyek esetleg az egész kisérlet érvényességét veszélyeztetni tudjak?

A kisérletek érvényessége, eredményessége — ha ugy tetszik, a kimeneti adatok
bemeneti adatoktdl vald érzékenysége — fontos kutatéasi sarokpont, melyre nem
minden kutatasi folyamat sordn jut elég figyelem, vagy ha tugy tetszik, nem is
feltétleniil vizsgalat targya egyes kisérletekben.

Egyre gyakrabban olvasni olyan tudoméanyos, vagy tudomanyt népszerisits cik-
keket, ahol a bemeneti adatokkal valé, nem eléggé koriltekinté banasmod
téves, vagy legalabbis nem igazolhat6 kdvetkeztetések levonasara adott okot. Erre
lehet példa LeVay, a Science folydiratban megjelent tanulmanya [31] — melyet az-
ota tébben is megkérd§jeleztek, illetve eredményeit cafoltak. A szerzé e cikkében
HIV-fert6z6tt homoszexualis és nem HIV-fert6z6tt, heteroszexudlis férfiakat vizs-
gélt halaluk utéan, és agyi strukturajukban markéans eltérésekre bukkant. Azonban
a halal koézvetlen okaként szolgald betegséget ,elfelejtette” vizsgalata targyava tenni
— késtbb kideriilt, hogy az eltérésekért nem a szexualis beallitottsag, hanem maga
a HIV-virus a felel6s (lasd pl. Bayne és tarsai tanulmanyat, melyben kifejtik, hogy
t6bbek kozott a HIV-virus okozta elvéltozasok kisziirése utan semmifajta hatasat
nem tudtdk kimutatni a szexualis orientacionak).

A kérdés persze ugy is felvethets, hogy ebben az esetben a figyelmetlenség
okozta-e az adatokban val6 kiilénbségek hibas értelmezését — vagy egy olyan szo-
kasjog esetleges megléte, mely a bemeneti adatok kiilonbségeiben valé alaposabb
vizsgalodas hianyat eredményezhette?

Ugyanis statisztikai oldalrél persze ugy értelmezheté a kérdés, hogy a HIV-
statusz figyelmen kiviil hagyasa, vagy ha gy tetszik, nem megfelel§ kezelése olyan
kiilénbségeket eredményezett a kimeneti adatokban, melyekbdl az azéta megjelent
tanulmanyok szerint, téves kovetkeztetés sikeriilt levonni.

Igy persze felvetédik a kérdeés: a statisztikai eljardsoknal az érzékenység
(a bemeneti adatok valtozékonysaganak, vagy valtozasanak a kimeneti adatok vizs-
galatanak fényében) maguknak a modszereknek sajatja, vagy kilon is érdemes
rajuk kitérni?

Cikkiinkben megprébaljuk néhany statisztikai teriilet esetén az  érzékenység-
vizsgalat” analog fogalmait bemutatni, illetve kitérni a fenti kérdésre: a statisztikai
eljarasoknak e vizsgilat sajatja kellene, hogy legyen? Vagy netan a kiilonbozd
eljarasoknal — a bemeneti adatok bizonyos anomaéliai vagy tulajdonsagai esetén —
kiegészits vizsgalatokra lenne sziikség?

A cikkben harom nagyobb egységet kiilonithetiink el. Az elsé nagyobb fejezet-
ben az egész cikk soradn hasznalt statisztikai moédszerek rovid, attekinté bemuta-
tasat olvashatjuk. Kiilon kitériink a becsléselmélet és a hipotézisvizsgalatok f6bb
pontjaira. A masodik rész az érzékenységvizsgilatokrol szdl a statisztikai modsze-
rek alkalmazésa esetében. 3 nagyobb részfejezetre bontottuk a kérdést: érzékeny-
ségvizsgalatok a becsléselméletben, ahol a modszereket részint a mintanagysag,
részint pedig a vizsgalt paraméterek esetére osztalyoztuk. A méasodik részfejezet-
ben a hipotézisvizsgalatok esetét targyaljuk, kiilon kitérve bizonyos specialis mod-
szerekre, nem hagyomanyos statisztikai eljarasokra. A harmadik részfejezetben
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egy biostatisztikai mddszert mutatunk be — egy konkrét példan is végigvezetve az
olvasot.

2. Statisztikai bevezetd

E fejezetben bemutatjuk azokat a statisztikdban hasznalt definicidkat, illetve
fogalmakat, melyekre a cikk olvasésa sorén sziikségiink lehet. Alapvet&en harom
teriiletre koncentrilva gytjtottiik Gssze ezeket a formulékat: egyik oldalrdl a becs-
léselmélethez kapcsolodo eljarasokra és elnevezésekre koncentralunk, mésik oldalrél
pedig az ezzel erdsen Gsszekapcsolhato hipotézisvizsgélati fogalmakat is szeretnénk
bemutatni.

A harmadik teriilet valojaban algoritmusok gytijteménye: szimulécios techni-
kak, melyeket statisztikai eljarasok soran alkalmazhatunk. Egy szimulaciés mod-
szert mi is bemutatunk e fejezet végén.

2.1. Becsléselmélet

Az alabb talalhato bevezetd definiciok lényegében barmely, bevezets statiszti-
kai kényvben, jegyzetben megtaldlhatok. Angol nyelven Lehmann pontbecslésekrol
sz616 konyve [29], magyarul akir Borovkov [9], akar Bolla és Kramli [6] frissebb ki-
adast konyvei emlithetsk, illetve egyetemi jegyzetek formajaban szintén magyar
nyelven Prékopa [37] vagy Mogyorddi [33] munkai lelhetdk fel.

A becsléselmélet alkalmazésa soran az alabbi statisztikai kérdésekre keressiik a
valaszt.

Legyen adott egy X véletlen valtozo és egy (2, A, P) valoszintiségi mezdé.

Az X : Q — R valoszintiségi véaltozonk adott 6 paraméterét szeretnénk megbe-
cslilni. E kérdésfelvetésre azért is sziikség lehet, mert a becslési eljarédsok szamos
moédon fiigghetnek vizsgédlatunk targyat képezé paramétereinktdl.

Amiben minden becslési eljaras megegyezik: vesziink egy X1, ..., X,, n elemi
mintit, mely minta segitségével:

T(Xh...,Xn)ZRn — 0

statisztika alapjdn becslést készitiink 6 € © paraméterre.
Becslésiink josagat altalanossagban a

d(T(Xq,...,X,);0),
megfelel§ d metrikdban mért eltéréssel mérhetjiik.

Megjegyzés. Gyakori a d(a,b) = (a — b)2 négyzetes eltérés hasznéalata, alkal-
mazasa.

Legyen E (T (X1,...,X,)) = 0* és jelolje u = 6* — 0 a statisztikai eljarasunk
torzitasanak mértékét.
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2.1. Definicié. Amennyiben u = 0, agy a T (Xy,...,X,) becslést torzitatlan
becslésnek szokas hivni.

Megjegyzés. Altalaban nem ad félreértésre okot, de érdemes megjegyezni, hogy
0* elméleti parameéter (pl. elméleti atlag, elméleti szoras, elméleti ferdeség, elméleti
CSUCSOSSAg).

AT (Xy,...,X,) statisztika konkrét értékére a tapasztalati paraméter (tapasz-
talati atlag, tapasztalati szoras stb.) elnevezéssel szokas élni.

Azaz, a véletlen véltozé eloszlasanak elméleti jellemzGjét szeretnénk a tapasz-
talati, mintabol szamitott paraméterek segitségével megbecsiilni.

Legyen 0 (T (Xy,...,X,)) a T (Xy,...,X,) becslés valamely szorodédsi muta-
toja.

T&bbnyire a szorast! valasztjuk szor6dési mutatonak, de érdemes azt is figye-
lembe venni, hogy a § szérdédasi mutatdt a d metrikaval 6sszhangba hozzuk, illetve
akar vizsgalat targya is lehet a metrika és a sz6r6dasi mutaté egymashoz valé viszo-
nya. Példaul ha d (a,b) = |a — b| valasztassal éliink, akkor d-ra az atlagos abszolut
eltérés bizonyos szempontbol jobb (indokoltabb) valasztasnak latszik az atlagos
négyzetes eltérés (szoras) helyett.

A standard hiba igy példaul az alabbi
H(Xl,...,Xn) :u+5(X1,,Xn)

Osszegként definidlhato. Ez felfoghato tgy is, hogy az eljaras hibdja nem mas,
mint a becslés torzitasanak és — pusztdn mert véletlen jelenségeket vizsgalunk —
az eredendd eltéréseknek az egyiittese.

2.2. Definicié. Amennyiben a becslés torzitatlan (tehat v = 0), ugy ha teljesiil,
hogy

lim H(Xi,...,X,) =0,

n—oo
a becslést konzisztens becslésnek nevezziik. Tehat a konzisztens becslés egy olyan
torzitatlan becslés, melynek standard hibaja a mintaelemszam ndvelésével tetszo-
legesen csokkenthetd.

Megjegyzés. A két metrika, d és § szerepe igen eltérs. Vegyiik azt a példat, hogy
attol fuggetleniil hogy mit is szeretnénk becsiilni, mi mindenképpen egy konstans
értéket mondunk: legyen ez 42. Igy a § = 0 esettel allunk szemben — azaz, hacsak
nem 42 a val6di paraméter, amit becsiilni szeretnénk, ugy az eljarasunk ,yéletlen
vizsgalatabol fakadd” hibajat kiiktattuk, csak a torzitas marad.

1A szoéras a variancia négyzetgytke, azaz az atlagtol valo Atlagos négyzetes eltérés négyzet-
gyOke. Azonban ennek viselkedése és igy megbizhatdsaga erdsen filigg a vizsgalt valtozonk elosz-
lasatol, ahogy ezt Lee és munkatarsai dolgozatukban [28] megallapitjak — errdl a késGbbiekben,
részmintak szordsanak tesztelésekor részletesebben szot ejtiink.
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gy a statisztikank josagat mérs d metrikdban a véletlen szerepét kiiktattuk —
de az eljardsunk valddi paramétertsl valo eltérését ettdl még mérni fogjuk.

Amennyiben egyes paraméterekre tobb becslési eljaras is létezik (és altalaban
létezik), akkor a lehetséges becslések koziil az alabbi modon szokas valasztani:

2.3. Definicio. Két becslés koziil azt nevezzilk hatékonyabbnak, melynek
kisebb a hibaja adott mintanagysig mellett.

A fenti definiciok értelmében egy adott paraméterre az elérhetd leghatékonyabb
becslést érdemes valasztanunk (amennyiben az létezik).

Léteznek mas megkozelitések is egy-egy becslés elkészitésének vizsgalatakor.
Vilagos, hogy az eddigiekben azt tekintettiik alapnak, hogy a becsléstinkbdl szami-
tott tapasztalati paraméter és elméleti paraméter varhatéan milyen tavol lesznek
egyméstol.

Becslést alkothatunk agy is, ha mintaban rejls informécionk vizsgélatabol indu-
lunk ki:

2.4. Definicié. Legyen az X (X1,...,X,) fiiggetlen azonos eloszlast minta az
X hattérvaltozo eloszlasabol, amely tehat a 6 paramétertdl fiigg, 0 € ©. Feltessziik
azt is, hogy dim(#) = 1, és hogy © konvex. Ekkor a minta tugynevezett Fisher-féle

informécidja:
9 2
(&Qle(x)) ] >0,

ahol az lg(x) az ugynevezett loglikelihood fiiggvény, azaz a tapasztalati stirtség-
fiiggvény? logaritmusa.

I,(0) = E

Ez vezet az tgynevezett maximum-likelihood becslésekhez, amikor is lényegében
arrdl van szo6, hogy a minta alapjan leginkabb valészind 6 paramétert (eloszlast)
valasztjuk a © paramétertérbdl.

Megjegyzés. Megjegyezziik, hogy maéasfajta becslési eljarasokat talalhatunk,
ha a

H(Xl,,Xn):u—‘r(S(Xl,,Xn)

hib&bol elindulva igy gondolkodunk, hogy az eltéréseket — annak mértékétsl fiig-
g6en — mas és mas moédokon biintetjiik. Ezt a veszteséget nevezhetjik akar rizi-
konak is (bizonyos hatéarig nem érdekel minket az eltérés vagy a torzitas, mig egy

2A tapasztalati stirtiségfiiggvény lényegében egy oszlopdiagramkeént foghato fel (vagy annak
simitasaként). Technikailag gy kell elképzelni, hogy a valoszintiségi valtozo értékkészletét ekvi-
disztans modon felosztjuk (a valtozot diszkretizaljuk) — majd az adott intervallumok relativ
gyakorisagait abrazoljuk. Az értékkészletet feloszto intervallumok szdmara altalaban /n értéket
valasztanak, ha n < 100, mig 1 + logy(n) értéket, amennyiben n > 100.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2012)



72 TAKACS SZABOLCS

adott hatart atlepve az eltérésekért példaul exponencidlis médon fizetniink kell).
Ilyenkor értelemszerten azt a 6 € © paramétert fogjuk valasztani, ahol a vesztesé-
giink (vagy rizikonk) minimalis.

A becsléseinket sokszor az alabbi megkozelitésben érdemes targyalni: tegyiik
fel, hogy most rendelkeziink két, Ty (X1,...,X,) és Ty (X1, ..., X,,) statisztikaval
(becsléssel) a 6* € © paraméterre.

2.5. Definicié. Ekkor a (T} (X), Tz (X)) intervallum legalabb 1 — e szintii kon-
fidenciaintervallum a 6* paraméterre, ha

P (X) <0 <Tr(X))>1-¢,
ahol € > 0. A 1 — ¢ az ugynevezett konfidenciaszint.

Megjegyezziik, hogy altaldnosithaté barmely f (0*) fliggvényére a paraméter-
nek e fenti felirasa, ilyen esetben a

P(T1(X) < f(6") < Ty (X)) > 1—e
egyenl6tlenségnek kell fennéllnia.
2.2. Hipotézisvizsgalat

Az el6z26 fejezetben megalkottuk a konfidenciaintervallumokat, melyek azzal a
tulajdonsaggal birtak, hogy vagy a 6* € © paramétert, vagy annak valamely fiigg-
vényét tartalmazték adott valdszintiséggel. Ilyenkor azonban déntéseket is tudunk
hozni — mely dontések atvezetnek minket a hipotézisvizsgalatok teriiletére.

A hipotézisvizsgalatok soran — igazodva most a becsléselméletben alkalmazott
jeloléseinkhez — az aldbbi modon jarunk el altalaban: legyen Hy : 6 € O és
H, 10 e @1, ahol @oﬂ@1 =0 és @UU@l = 0.

Fontos feltétele a hipotézisvizsgalatoknak, hogy a T (X)) statisztikénk eloszlasat
Hj esetén ismerniink kell. A dontéshozatal felfoghato olymddon, hogy e Hy felté-
telezés mellett megalkotunk egy — a korabbi fejezetben mar ismertetett, € szintd
konfidenciaintervallumot.

Ez az intervallum az alabbi médon interpretalhatdé: amennyiben Hy feltéte-
lezés igaz, Ggy barmely, adott eloszlasbdl szarmazo minta esetén szamitott T (X))
statisztika értékének legalabb 1 —e¢ valészintiséggel az adott intervallumba kell esnie.

A konfidenciaintervallumot elfogadasi tartoménynak nevezzilkk, mig annak
komplementer halmazat kritikus tartomanynak. Amennyiben a mintankboél sza-
mitott T (X) az elfogadési tartoméanyba esik, gy a Hy nullhipotézis mellett don-
tiink és azt mondhatjuk, hogy a minta nem mond ellent e feltételezésnek (adott
e szinten). Mig ha a T (X) a kritikus tartoméanybdl vesz fel értéket, ugy a H; ellen-
hipotézist valasztjuk és azt mondhatjuk, hogy az adott minta alapjin a
Hy nullhipotézis teljesiilése valoszinttlen (adott € szint mellett), igy e hipotézist
elvetjiik.
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Vilagos, hogy ilyen esetekben két hibat® kévethetiink el: ha a nullhipotézist
nem tartjuk meg, pedig igaz, akkor az tgynevezett elséfaji hibat kévetjiik el — en-
nek valoszintsége legfeljebb ¢, igy elmondhaté, hogy a konfidenciaszint segitségével
az els6faji hiba becsiilhet6. Szokas mind e-t, mind 1 — € mennyiséget szignifikan-
cidnak, vagy szignifikanciaszintnek nevezni — altalaban nem okoz félreértést egyik
vagy mésik hasznalata. Jel6lésben hagyomanyosan « hasznélatos a szignifikancia-
szintre (nem a becsléselméletben hasznélt €).

A masikfajta hibat akkor kovetjiik el, ha a nullhipotézist elfogadjuk, holott
az nem teljesiil. Ezt a hibat mésodfaji hibinak nevezziik és a statisztikai eljaras
ergjével becsiilhets. E hiba mértékét S-val szokas jelolni, és a proba erejét 8 vagy
1—p jeldli (és a szignifikancidhoz hasonléan itt sem szokott félreértést eredményezni
egyik vagy masik mennyiség hasznalata).

Megjegyzés. Fontos kiemelniink: mig az els6faji hiba feliilrsl becsiilhets a
szignifikanciaszinttel, addig a masodfaja hib4at nem tudjuk becsiilni. A hipotézis-
vizsgalati eljarasok (probak) ereje igy altalaban csak adott helyzetben, tapasztalati
tton az adott probléméara vonatkoztatva kimérhet§ mennyiségek.*

2.3. Egy szimulaciés médszer

A szimulécios technikak éltalaban nem talalhatok meg barmely bevezetd sta-
tisztikai kényvben, azonban széles kérben hasznaltak, igy a statisztikai bevezetd
fejezetben ezeket az eljarasokat is ismertetjiik vazlatosan. A bevezetében — miu-
tan a tovabbiakban is csak erre koncentralunk — az tgynevezett bootstrap eljarast
ismertetjiik, mely részletesen megtalalhaté példaul Efron e témaban klasszikusnak
szamito cikkében [15].

A becsléselméletben mér definialt hibéat explicit formédban a legritkibb eset-
ben lehet megadni, igy példaul Monte-Carlo-moédszer segitségével, szimulacidval
becsiilhetjiik.

- (1.) 6(x1,...,x,) a statisztika értéke. (Egy adott X1 = x1,..., X, = x,

realizaci6 mellett.)

Ekkor o(6) = \/Varg (X1,...,X,) a statisztika valodi hibaja.

Ezt tobbnyire lehetetlen zart formaban felirni.

— (2.) Miutan F eloszlast nem ismerjiik, ezért ﬁ—pal, a tapasztali eloszlasfiigg-

3Gondoljunk a farkast kidlto pasztorfit esetére. A farkaskidltds tekinthets az tigynevezett elss-
faji hibanak: nincsen gond a vizsgalt rendszerben, mégis hibaro6l, problémardl tesziink jelentést.
A masodfaju hiba ennek ellentéte, nevezhetjiik struccpolitikdnak — a mesében a harmadik farkas-
kialtas utan a falusiak viselkedése: gond van a rendszerben, és mégsem vesziink réla tudomast.

4Az els6faju hiba mindig azt jelenti, hogy az adott, fix eloszlas mellett sikeriilt egy valoszi-
niitlen mintat venniink, melybdl elutasitottuk a nullhipotézisben feltett eloszlasunkat. Azonban a
mésodfaja hiba azt jelenti, hogy a nullhipotézis nem az, aminek gondoljuk — viszont ez szamtalan
modon bekdvetkezhet, ezért nem tudjuk egzakt moédon megmondani e hiba valoszintiségét, csak
példaul szimulaciokat késziteni az adott, konkrét minta ismeretében. Ugy is fogalmazhatunk, hogy
a dontéshozatalunkhoz minden esetben az adott szignifikancia-szinten dont6, legerésebb probara
van sziikségiink.
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vénnyel becsiiljiik. Ekkor o5 = o <13)5 becsiili o(F)-et.
Itt csak approximaciorol van szoé, hiszen ezt sem tudjuk zart alakban felirni.

Megjegyzés. A tapasztalati eloszlasfliggvény nem mas, mint hogy a lehetsé-
ges realizaciokbol megmondjuk, hogy a véletlen valtozénak adott értékei mi-
lyen valoszintséggel vétetnek fel (folytonos valtozo esetén adott értéknél nem
nagyobb értékeket, vagy milyen valosziniiséggel vesz fel a véletlen valtozo).

E technikéival tehédt egy lépcsds fliggvényt nyeriink, mely a mintaelemek ér-
tékei esetén % fliggvényértéket emelkedik.

A bootstrap eljaras ezek utan egy fiiggetlen, azonos eloszlasu, egyszert, vissza-
tevéses mintavételezés a tapasztalati eloszlasfiiggvény alapjan.

Ez tehat nem mas, mint egy U (X4,...,X,), Xi,..., X, pontokra koncent-
ralt diszkrét egyenletes eloszlas szerint vett djabb és Gjabb véletlen mintavé-
telezés.

Igy tehat egy approximacios eljarast kell végrehajtanunk, mely a kovetkezd
lépésekbdl all.

- (1) F meghatérozasa.

— (i) F-bol fiiggetlen mintavétel —segitségével Xi,..., X, ugyne-
vezett bootstrap minta létrehozésa. Itt be kell tartanunk, hogy
Vi: P(X;=u=;) = . (Minden mintaelem ugyanolyan valésziniiség-
gel veheti fel a realizacioban szerepld kiilonbozs értékeket). Azaz: a
mintdbol fiiggetlen mddon vdlasztunk, visszatevéses mintavételezéssel k
darabot.

— (iii) & = 6(X;, ..., X;) bootstrap masolathdl szdrmazé statisztika ki-
1 k
szamitasa.
— (iv) az (ii) és (iii) lépések B szamu ismétlése. Igy elGallitunk egy
0;,...,0, fliggetlen boostrap masolatbol szarmazé statisztika-becslés
1 B ugg
mintat.

— (v) op approximéaci6 kiszamitasa az alabbi formula segitségével:

ahol

=23 (3).

B
b=1

5

o p az approximéacios eljaras utolso lépésében formalizalasra keriil, mely tehat nem mas, mint

a tapasztalati eloszlas szoréasa.
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Megjegyzés. Ekkor, ha B — oo, ugy a op kozeliti o (F)-et. B optimalis
megvalasztasarol nincsenek kiilénosebb vitak: altalaban elegends 100 és 500 kozotti
bootstrap minta kiszamitasa.

Mas filozdfia alapjan folytathaté addig az (ii)-(v) lépések egymasutanja,
ameddig a lépésenként kiszamitott és korrigalt 5’. valamilyen, elére meghatarozott,
mindséget elGird korlatnal kevesebbet valtozik 1 1épés alatt.

Fontos megjegyezni, hogy az approximécié konvergencidjahoz elégséges feltétel
a véges szorasnégyzet (kozos eloszlast feltételezziink fel itt is az X; valtozokra
nézve), mely — mint azt mar lattuk, a centralis hatéareloszlas tétel teljesiilése miatt
sziikséges.

A bootstrap algoritmus egyik elénye az, hogy a tapasztalati eloszlasfiiggvény-
bél taplalkozva lehet&séget biztosit szamunkra, hogy pl. a tapasztalati kvantilisek
becslésével tapasztalati konfidenciaintervallumokat is meghatarozzunk.

3. Erzékenységvizsgalatok

A bevezetd fejezetek utan ratérhetiink az érzékenységvizsgalatok kérdésére.
Mar a két bevezets fejezetbdl is érzékelhets, hogy a statisztikiban igen fontos —
de gyakran nem elég hangsulyos — teriilet az adatok érzékenységének vizsgalata.

Mas megkozelitésben: a hagyoményos eljardsok sok helyen, sok forméban el-
érhet6k, megtaldlhatok — ezek alkalmazasa azonban feltételekhez kotott. Annak
ismerete, vizsgalata, hogy e feltételek sériilése esetén mi torténik a vizsgilatunk
kimeneti adataival, nem teljesen kidolgozott. Ertjiik ezalatt azt, hogy bar a mod-
szerek gondosan felsoroljék az alkalmazhatosag feltételeit, nem szélnak arrédl, hogy
mit kellene tenni, ha egyes feltételek sériilnek. A koénnyen elérhets programcso-
magok nem feltétleniil tartalmazzak a feltételek vizsgélatait, ennek kdvetkeztében
az alternativ eljarasok végképp nem keriilnek bemutatésra.

3.1. Becslések érzékenységvizsgalata

Becsléseink elkészitésekor harom olyan pont is megemlithets, mely garantéaltan
befolyasolja a becslésiink mingségét, josagat.

1. A d metrika: kiilonb6z6 metrikdkban a becslésiink josagat més és més elté-
rések fogjak befolyasolni — igy azt is megéllapithatjuk, hogy attdl fiigg6en,
hogy mely eltérésekre vagyunk érzékenyebbek, esetleg eltérd becsléseket kell
majd alkalmaznunk.

2. A n mintanagysag: altalanosan megfogalmazhat6 az az elvaras, hogy egy vé-

letlen jelenséget vizsgalva a mintanagysag névelésével egyre jobb becsléseket
nyerjiink — de legaladbbis ne romoljon a becslésiink mingsége.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2012)



76 TAKACS SZABOLCS

3. X véletlen valtozo eloszlasa: e harmadik tulajdonsig nem biztos, hogy elsére
szembetiing, de viszonylag konnyen elfogadhatd, ha arra gondolunk, hogy
egy olyan véletlen valtozé, mely pl. stiriibben vesz fel extrém nagy, vagy
éppen extrém kicsi értékeket, ugyanazon T statisztikira nézve merGben mas
viselkedést tud mutatni, mint pl. egy dichotém véletlen valtozo.

Ezek utan felmeriil a kérdés: a becsléselméletben, egyes becslések alkalmazasa
soran e harom kritérium kozil melyekre rendelkezik a statisztika érzékenységvizs-
galatra vonatkozé valaszokkal, illetve mely teriiletekre kell még esetleg véalaszokat
keresni?

E kérdéskort els6 megkozelitésben az tgynevezett standard hibdk meghatéaro-
zasa jelenti. A standard hibat dltalaban négyzetes moédon hatarozzak meg — mi
ennél altalanosabban, a becslési eljaras hibajarol fogunk szélni.

3.1.1. A metrikik

Jol felfogott érdekiinkben hasznalunk tébbesszamot e részfejezet cimében: nem
mindegy ugyanis, hogy a becslési eljaras véletlentdl valo fiiggését mérd -t szeret-
nénk vizsgilni — vagy pedig a valédi paraméter és a becsiilt paraméter d-vel jelolt
varhato eltérését.

Megjegyzés. Altalanossigban az tgynevezett standard hibat szokés a becslé-
sek esetén meghatarozni, mely az elméleti és a tapasztalati paraméter eltérésébdl
szarmaztatott atlagos eltérés.

A soron kovetkezd példakhoz tartozd vizsgilatokat megtaldlhatjuk példaul
Jones és Gill 1998-as cikkében [24].

Megjegyzés. Tobbszor fogunk élni az alabbi jeloléssel: f («;df). Ez azt jelenti,
hogy az adott f tipusi eloszlas, df szabadsagi fokhoz tartozo, « szignifikanciaszint-
jének tgynevezett kvantilise.

Példaul 1,89 = ¢(0,05;7) azt jelenti, hogy a 7 szabadsagi fokhoz, a = 0,05
szignifikancia-szinthez tartozé kvantilise® az tgynevezett t-eloszlasnak (vagy
Student-féle t-eloszlasnak).

3.1. Példa. Az els6 négy tapasztalati momentum konfidenciaintervallumét az
alabbi médokon hatarozhatjuk meg:

— Atlag:

azaz az atlag esetén kis mintaknal (példaul n < 100) a megfelels szabad-
sagfoku és megbizhatdsagi szintet hasznild t-eloszlas kvantilisével dolgozunk,

8Fz a kvantilis az eloszlasnak az a pontja, melyre igaz, hogy a 7 szabadsigfoku t-eloszlasbol
szarmazo6 véletlen valtozo 1,89-nél kisebb értéket 95, tehat ennél nagyobb értéket 5%-os valoszi-
niiséggel vesz fel.
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nagy mintaknél a standard normalis eloszlas is hasznalhat6 a t-eloszlas he-

lyett.

Megjegyzés. Megfigyelhets, hogy az atlag becslése igy konzisztens: a standard
hibaja a minta végtelenbe tartdsa mellett 0-hoz konvergil — amennyiben

véges a szordsa a vizsgilt véletlen valtozonknak.

— Szoéréas:
—1)g2 —1)e2
(n—1)s <o< (271 1)s
n—1) X(1-g,n-1)
— Ferdeség;:
3 (x;-%)*
= n(n —1)
g1 = N 3 Gl = n—29 g1,
> (x-X)"\
i=1

6n(n —1)
SES = .
\/(n —2)(n+1)(n+3)
Innen a ferdeség konfidenciaintervalluma:
Gi =+ Z(%)SE&

ahol z(g2) nem mds, mint a standard normélis eloszlas eloszlasfiggvénye in-
verzének értéke az § helyen. Ez ut6bbi az alabbi médon is frhato:

Gy

~7Z
SES ’

azaz SGTIS eloszlasa standard normalis”.

— Cstcsossag:
3 (x,-¥)

ay = 2

n—1
Gzzm((n+l)92+6).

7A standard normalis eloszlast szokas Z-vel jeldlni, az eloszlasban valé viselkedést pedig ~

segitségével.
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A cstcsossag standard hibéja:

SEK — 25ES,| -1
- (n—3)(n+5)

Igy a csticsossag konfidenciaintervalluma meghatarozhaté, hiszen

Ga

~ Z.
SEK

E fenti konfidenciaintervallumok meghatéirozasakor felmeriilhet a kérdés, hogy
az atlagra vonatkozo konfidenciaintervallum leggyakoribb alkalmazasa, nevezetesen
az egymintas t-proba miként viselkedik abban az esetben, ha a normalitas feltételét
nem tudjuk garantalni.

Megjegyzés. Egy fontos megjegyzést kell itt tenniink. Majd a késGbbiekben még
latni fogjuk, hogy a normalits esetén nem feltétleniil az a legnagyobb problémank,
hogy az atlagot miként tesztelhetjlik, hanem mar azon is el kell gondolkodnunk,
hogy az atlagot teszteljiik-e egyaltalan?

Gondoljunk itt arra, hogy az atlagnak van egy olyan, sziikségszerti héttérjelen-
tése, melyet az elméleti paraméter okan hordoz: nevezetesen a varhato érték miatt
ha példaul tarsasjatékot jatszunk egy hatoldald dobokockéval, akkor egészen bizto-
san lehetiink abban, hogy — bar a varhat6 értéke a dobésainknak 3,5 — a jatékot
jatszok koziil senki sem véarja, hogy 3,5-et dobjon. Azt azonban mindenki elfo-
gadja, hogy a dobasok fele 3,5 alatt, mig méasik fele 3,5 felett lesz. Kz azonban a
median, tehat ilyen esetben indokoltabbnak latszik ezt tesztelni — még ha meg is
egyezik az értéke szimmetrikus eloszlasok esetén az atlaggal.

Ebben a témaban szamos publikacio latott napvilagot, a teljesség igénye nél-
kiil: a kozelmiltban jelent meg magyar nyelven Vargha osszefoglalo cikke [45] a
Statisztikai Szemlében, illetve idézhets két klasszikusnak szamité, t-préba proba-
statisztikajan modositast javaslo cikk: Johnson 1978-as cikke [23], illetve egy ko-
rabbi, 1949-es cikk Gayentdl [17]. E két utobbi cikkben az alabbi modositasokat
javasoljak a t-proba® probastatisztikajan:

1 (X =)’
trornson =t+ Givn %—FT ;

8A t-proba (vagy student-préba) egy ismert, klasszikus statisztikai proba. Ennek sordn a

vizsgalt nullhipotézisiink: Ho : E(X) = o, probafiiggvénye ¢t = X—H0 ahol X és s megegyezik a

korabbi jelolésekkel. A t probastatisztika tehat a mintabdl szamitott probastatisztika (igy maga is
véletlen), melynek eloszlasa az agynevezett t-eloszlas — amennyiben X véletlen valtozo eloszlasa
normalis, illetve teljesiil a nullhipotézis.
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mig Gayen azt mondja, hogy a szokésos ¢(x) = \/%76_%’”2 helyett az alabbi fiigg-
vényt® hasznaljuk:

G G}
S0 @) + oW + o0 (@),

ahol ¢(") az r-edik derivaltat jelenti, mig G és Go a fent mér definialt tapasztalati
ferdeség és csiicsossag.

Innen azt is lathatjuk, hogy Johnson médositasa a ferde eloszlasok esetén nyujt
segitséget szamunkra, mig Gayen mind a ferdeséget, mind a cstcsossagot korrigalja
modositédsaban.

E fenti paraméterek viselkedésérdl és tulajdonsigairol, illetve a standard hibdk
viselkedésérdl széles korben lehet még tovabbi szakirodalmat talalni, tobbek kozott:

— A kiilonboz6 valtozok, véletlen jelenségek bizonyos paramétereinek (altalaban
atlag) standard hibainak 6sszefoglalé tablazata tobb helyen is megtalalhato,
erre példa lehet [49]. E tablazatokbol arra vonatkozdan kaphatunk informaci-
okat, hogy jol specifikalt véletlen jelenségek esetén, azok elméleti paraméterét
milyen pontossaggal lehetett megbecsiilni — adott mintanagysag mellett.

— Efron és Tibshirani Statistical Science folyoiratban megjelent cikkiikben [15]
empirikus és elméleti eredményeket foglalnak 6ssze a bootstrap metédus kap-
csdn. Fzt az eljarast alkalmazhatjuk kiilénb6z6 paraméterekre vonatkozod
standard hibak és konfidenciaintervallumok meghatarozasara, illetve vizsgal-
jak e modszer altalanos statisztikai tulajdonséagait is (példaul killénb6z6 becs-
lési eljarasokban valo viselkedését).

— Belia és munkatarsai cikkiikben [2] felhivjék a figyelmet az altalunk is feltett
egyik kérdésre, illetve tapasztalatra. E témakdérben ugyanis szdmos anomalia
van jelen: rosszul interpretalt adatokkal és kdvetkeztetésekkel taldlkozhatunk
e szerzbk szerint (tételesen megneveznek idézett cikkiikben tanulmanyokat),
és az altaluk idézett tanulményokban a tanulmanyt jegyzdk konfidenciainter-
vallumok és/vagy standard hibak helytelen meghatarozasa, abrazolasa vagy
értelmezése utan vonnak le hibas vagy megkérddjelezhets kovetkeztetéseket.

— Végiil — egyaltalan nem utolsé sorban, atvezetendd a mintanagysag problé-
méjahoz e kérdéskort — a Judkins altal vizsgalt, Fay-féle eljarasban [25] arrdl
van sz0, hogy becsléslink megbizhatésaga drasztikus mértékben romlik, ha a
mintavételezési eljarasunk sorédn nem tudtuk a mintaelemeink fliggetlenségét

9A hagyomanyos t-probaba kisebb elemszamok esetén a t-eloszlast hasznaljuk, mig nagyobb
elemszam esetén (gyakorlatban példaul 150-nél nagyobb mintaknal) a standard normalis elosz-
last. Gayen azt javasolja, hogy a normalitas sériilése esetén e két, altaldnosan hasznalt eloszlas
helyett e modositottat alkalmazzuk inkdbb. Hangsilyozzuk, hogy Johnson és Gayen moédositéasait
akkor hasznaljuk, ha szakmailag még mindig indokolt az atlag barminemd tesztelése a norma-
litas sériilése esetén. Ellenkezs esetben — ahogy mar emlitettiik — mas kozépértékek tesztelése
indokolt.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2012)



80 TAKACS SZABOLCS

garantalni (ez konnyedén el6fordulhat tébbek kozott szociolégiai vizsgala-
tokndl, hiszen példaul az egy munkahelyen dolgozok, vagy az egy iskolaban
tanulok semmiképpen sem tekinthetSk fliggetlennek). Ennek hatasvizsga-
latat egy korabbi cikkiinkben [44] mutatjuk be esettanulmanyként, ahol az
OECD altal szervezett oktataspolitikai felmérés adatainak elemzésén a kiilon-
b6z6 modszerek hatasmechanizmusét elemezziik. A Fay-féle eljaras egy masik
aspektusat — a mar emlitett, Efronék [15] &ltal is vizsgalt szimulacios elja-
rassal valo kapcsolatat — taglalja Saavedra egy elGadasaban [40].

Megjegyzés. Ez utébbi tanulmannyal ré is vilagithatunk e kérdéskor egy ajabb
problémajara: ha tgy talaljuk, hogy valamely eljaras biztonsagat szimuléciés tech-
nikik segitségével szeretnénk vagy tudjuk vizsgéilni, még akkor sem egyértelmd,
hogy mely szimulacids eljarast valasszuk.

Felmeriilhet e felsorolas utan a kérdés: a hibas dontések e kérdéskor (az érzé-
kenyseégvizsgalat) elhanyagoltsidga, nem kellSen fontosnak tartott mivolta miatt
keletkeznek — vagy valojaban az alkalmazott eljarasoknak kellene olyan biztonsagi
halét tartalmazniuk, melyek a hibas déntéseket is kell6en megsziirik?

Ez alatt érthetjiik példaul azt, hogy az alkalmazok szdmara kdénnyen elér-
hetd statisztikai programcsomagokban az eljarasok nem feltétleniil tartalmazzik
az adott eljarasok feltételeinek teljes vizsgalatat — és ha bizonyosakat tartalmaz-
nak, ugy nem feltétleniil azokat, melyek miatt a tapasztalatok szerint leginkabb
instabilld valhatnak az eljarasok. Egészen pontosan: a programcsomagok altaléd-
ban képesek a feltételek ellenérzésére — csak azok nem feltétlenill képezik egy-egy
eljaras szerves részét. Ne felejtsiik el megemliteni, hogy akar igy is el6fordulhat a
mar idézett LeVay féle fiasko [31].

3.1.2. A mintanagysag

Bizton allithatjuk, hogy e kérdés szakirodalma és e kérdésben elvégzett vizs-
galatok kell§ tampontot tudnak nydjtani barki szamara azon kérdés eldontésében,
hogy egyes paraméterek vizsgalata soran az adott paraméter és a kivalasztott minta
esetszama kozott milyen jellegii Gsszefliggések adodnak.

Els6 feltételezésiink az lehet, hogy a populacidonk, melyet vizsgalunk végtelen.
(Egészen mas a helyzet ugyanis, ha véges populaciokkal dolgozunk, errdl is lesz
még $70.)

A végtelen populiciok esetén az elmélet a konzisztens becslések biztonsagara
hivja fel a figyelmet, illetve azokat a becsléseket részesithetjiik elényben, melyekrsl
Osszefoglaloan azt mondhatjuk el: a mintaelemszam névelésével cskken a korabban
mér definialt hibajuk.

3.2. Példa. A mintanagysig dontéen befolyésolja a becsléseink pontossigat és
igy a belgliik levonhato kovetkeztetéseket is. Tegyiik fel, hogy az altalunk vizs-
galt populacioban a két nem magassagét szeretnénk Osszehasonlitani. A férfiak (1)
és ndk (2) testmagassaganak atlagara és korrigalt tapasztalati szérasara az alabbi
eredményeket kapjuk:
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X, = 180,001 c¢m  s; = 10cm,
Xo=180cm  s9 = 10cm.

A fenti adatok természetesen kitalaltak a probléma érzékeltetése érdekében.
Tegyiik fel, hogy els6 esetben a két minta nagysaga n1 = ne = 100. Ebben az
esetben a kétmintas t-proba prébastatisztikaja:

X - X -2
t = L2 mna (m 12 =2) g 07,
V(g —1) 87+ (ng — 1) 53 ni + ng

azaz nincsen szignifikans kiilénbség a két valtozo kozott, hiszen a szokésos 5%-os
szignifikancia-szint melletti kritikus érték 1,96 lenne.

Azonban ha a mintanagysagot drasztikusan megndveljiik, n; = no = 109
értékekre, ugy t = 2,236 adodik, ami mar szignifikins eltérést jelez. Azaz: a
mintanagysig novekedése — minden més paraméter fixen tartdsa mellett — auto-
matikusan csokkenti az els6faji hiba valdszintiségét, ennek kovetkeztében viszont
anomélidk adédhatnak. Egy ilyen anomalia a fenti: 0,001 cm-es eltérés tehat szig-
nifikans kiilénbségként jelentkezik e probaban — amit igen nehéz komoly eltérésként
értelmezni.

Cohen azt javasolja [12] konyvében, hogy az ilyen helyzetekre alkalmazzuk
kiegészit6 mutatoként az atlagok standardizalt kiilénbségét, mely nem mas, mint

Aconen = T2 = 0,001,
ahol s = 10, a teljes minta korrigélt tapasztalati szérésa.

Amennyiben ez az érték 0,3 alatti, ugy azt mondhatjuk, hogy (bar lehet szig-
nifikins az eltérés), az szakmailag gyenge hatast mutat. Amennyiben 0,7 feletti
A értéket tapasztalunk, gy szakmailag jelentGs eltérésre bukkantunk — a koztes
értékek szakmailag kozepes hatast jeleznek. Azaz: a becslésiink pontossaganak
javuldsa automatikusan eredményezi a stabilabb, pontosabb déntéshozatalt — am
ez nem feltétleniil jelent szakmailag is relevans eltéréseket.'®

Megjegyzés. Fontos kiemelni: a testmagassagokat ilyen modon Osszehasonlito
példankban a statisztikai déntéshozatal addig terjed, hogy megéllapitsuk a szigni-
fikans eltérések jelenlétét. A dontésiink szakmai ut6élete méar nem a statisztika,
hanem az adott, statisztikat alkalmazo tudoméanyteriilet feladata és felelGssége.

10A fenti példaval élve: azért, mert van egy teljes foldkerekséget feldlels becslésiink a fér-
fiak és n6k testmagassagarol, melybdl azt tapasztaljuk, hogy a férfiak magassiga szignifikansan
nagyobb 0,001 cm-rel, nem fogjuk minden épitészeti féiskolan és egyetemen azt tanitani, hogy az
4j tudomanyos eredményeinknek kdszonhetGen minden tjonnan épitends sportlétesitmény férfi-
aknak szant 6lt6z6jébe tegyenek egy kicsivel keskenyebb linéleumot, hogy a magassagbéli kiilonb-
ségeket mostantol korrigaljuk.
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Lehmann egyik, becsléselmélettel foglalkoz6 konyvében [29] szamos tételt talal-
hatunk arra vonatkozédan, hogy a véletlen valtoz6 bizonyos tulajdonsigai mellett
milyen hibahatérok érheték el'!. E koényv mésodik fejezetében egzisztencia allitaso-
kat taldlhatunk, tovabbé olyan feladatokat, problémékat targyal, melyben konkrét
becslésekre (pl. atlag, szoras, kovariancia) hol az tigynevezett riziko, hol pedig a
Fisher-informaci6 segitségével vizsgalja a becslések josagat, illetve elemzi a kivant
mintanagysagot.

Hasonléan ide kothetSk elméleti megkdzelitések alapjan a kiilonb6zé ,nagy
szamok torvényei”, illetve a kiillonbozs, becslésekre vonatkozd egyenl@tlenségek
(Markov, Csebisev).

Annak megvalaszolasara, hogy adott bizonytalansag eléréséhez milyen minta-
nagysagra van sziikségiink tobbféle modon is vélaszt kaphatunk, tobbek kézott:

— Amennyiben ismerjiik a becslésiink eloszlasat, igy meghatarozhaté segitségé-
vel a becslésiink ugynevezett konfidenciaintervalluma. Erre kozismert példa
a mintaatlag és annak standard hibaja [29], de ismert a szoras (mely Cochran
tétele értelmében az atlagtol fiiggetlen modon becsiilhets) konfidenciainter-
valluma is (pl. Cochran cikkében [11] megtaldlhato). Ezeket a formulakat
mar kordbban bemutattuk.

Fletcher és Webster cikkiikben [16] a ferdeség hatasat vizsgaltdk kiilonbozo
becslésekben, mig szintén a ferdeséggel, illetve az eloszlas cstucsossagaval
Osszefiiggésben, ezen két paraméter becslésének josagat vizsgaltdk Wright
és Herrington [47] tanulmanyukban, akik azt tapasztaltak, hogy méar kisebb
mintdk esetén is stabilabb becslés mondhaté e két paraméterre szimulacids
eljarasokkal (6k a bootstrap eljarast hasznaltak), mint a paraméterek ismert
standard hibajanak felhasznalasaval.

Mameli és munkatarsai tovibb is mennek alkalmazéisaikban ennél: 2012-ben
irt cikkiikben nagy mintés'? elemzéseken, orvosi alkalmazasokkal is kiegé-
szitve (illetve valos adatokon tesztelve), Gsszehasonlitjak modszeriiket a ha-
gyomanyos, illetve egy paraméteres bootstrap eljaras eredményeivel.

— Kis mintak esetén felmeriil6 anomalidk feloldasara adnak tdmpontot az ugy-
nevezett ,breakdown point” elemzések (lasd alabb). E témakor kutatasai arrol
adnak szamot, hogy egyes becslések, illetve beléliik szarmaztatott hipotézis-
vizsgalati eljarasok miként viselkednek a minta egyes elemeinek torzulasakor.

HGondoljunk itt arra az egyszerti feladatra, hogy példaul az dtlag standard hibaja a megismert

\im formulaval hatarozhat6 meg. Ha elGirjuk a hibahatart és ismert a szoras, akkor meg tudjuk

mondani, hogy adott széras mellett mekkora mintara van sziikségiink annak érdekében, hogy
varhatoan az el6re megadott hibahataron beliil tudjuk tartani a becslésiinket.

12 A kis és nagy mintak altalaban nem egzakt megfogalmazasok. Egy 20-30 elemszami mintéat
még kis mintdnak szokas nevezni, mig egy 80-100 esetet vizsgald realizacié mar tekintheté nagy
mintdnak. A mintank elemszdma, annak ,nagysaga” altaldban attol fligg, hogy mit is vizsgalunk,
vizsgalatunkban hasznalt probastatisztika mennyire érzékeny. Lasd példaul e fejezet kdvetkezd
pontjaban taladlhato ,breakdown point” analizist.
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Megjegyzés. Gondoljunk itt arra, hogy példaul az atlag szamitésat egyetlen
mintaelem megvaltoztatasa is tetszélegesen moédosithatja — mas megkozelitésben
a mintaatlag instabil paraméternek tekinthets e fent nevezett elmélet értelmében.

Ezzel szemben péld4ul a median lényegesen nagyobb tiréshatarral bir akar még
egészen kis mintak esetén is (példaul egyetlen mintaelem akar végtelenbe tartésa
esetén sem fog nagyfoki ingadozast mutatni).

A breakdown point” elemzés tehat az adott paraméterekre vonatkozoan a becs-
lés egy olyan értéket adja meg, hogy az adott mintanagysdgok mellett a minta
mekkora hanyada moédosithatéd dgy, hogy a minta egésze a becslésre vonatkozdan
ne valjon hasznélhatatlanna.

— Atlag: miutén az atlagot X = » formulaval hatirozhatjuk meg,
vilagos, hogy ha az els6 n — 1 értéket fixnek tekintjiik és X, — oo feltételt
nézziik, Ugy az egész atlagra is teljesiil, hogy X — oco.

X144 X
n

gy a véges ,breakdown point” %, mig asszimptotikusan 0.

— Medidn: az atlaggal szemben ha elképzeljiik, hogy az sorba rendezett minta
[%_IJ legkisebb elemet fixaljuk, ugy lathat6, hogy a felst, ugyanennyi elem
(mediannal nagyobbak) szabadon névelhetéek, a median értékét nem modo-
sitjak.

Igy a véges ,breakdown point” | %=L |, mig aszimptotikusan 1.

Azaz érzékenység szempontjabol a median lényegesen jobban viselkedik, mint
az atlag — hiszen az adataink kozel felét megvéltoztatva is stabilitdst mutat ez az
paramétere az eloszlasnak. Erre vonatkozoan a kévetkezSkben egy példaval is érzé-
keltetni fogjuk a két kozépérték kozotti kiillonbséget egy versenyhelyzet értékelése
kapcsan.

A | breakdown point” elemzésekrdl egy specialis esetben értekezik Camponovo
és Otsu 2012-ben megjelent cikkiikben [10], ahol a szerzGk a késSbbiekben még
szintén targyalt bootstrap eljaras viselkedését figyelték az extrém értékek megjele-
nésének fényében.

Az ezen téma irant érdeklsdd Olvasd szamara egy Osszefoglalo, a fenti példat
is tartalmazo, az egymintés t-proba esetét taglald jegyzetet ajanlhatunk kiindulé-
pontnak, melyet 2006-ban publikéalt Geyer [18] — és mely jegyzetben e téma néhany
alap eredményét foglalja Gssze, illetve ad tAmpontot tovabbi kutatasokhoz, szami-
tasokhoz.

Elmondhaté tehat, hogy bizonyos paraméterek esetén ismerjiik azok becslésé-
nek eloszlasat — igy tudjuk, hogy varhatdéan milyen hibat vétiink a becslési eljaras
alkalmazéisaval. Azonban kis mintak esetén, vagy olyan paraméterekre, melyek
eloszlasa nem ismert, ilyen informacioval nem rendelkeziink.

E helyzetek feloldasara tiinik elfogadhaté empirikus megoldasnak a korabbiak-
ban mar emlitetteken til a kiilénb6z6 szimuléaciés technikak alkalmazasa.
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3.1.3. Véges sokasagok esete

A véges sokasagokrol tobb helyen is szerezhetiink informéciokat, pl. Lehmann
becsléselméleti, tovabbiakban is még idézett konyvében részint a mintavételezési
problémékrol (3. fejezet 6. alfejezet), részint példaul M-becslésekrdl (5. fejezet,
6. alfejezet), melyekre vonatkozoan tapasztalati eredményeket is taldlhatunk az
idézett miben.

E fejezetben kiilon taldlhatunk szdmos informaciét a Huber-féle robusztus becs-
lési eljarasrol (Huber-féle simitott becslésnek is nevezik). A Huber-féle eljaras soran
lényegében kombinaljuk a medidn és az atlag informécioit, ennek segitségével alkot-
hatunk robusztus becslést az atlagra — azonban feltétele az eljardsnak az eloszlas
szimmetridja.

3.3. Példa. Legyen Xi,..., X, fliggetlen, azonosan P, , eloszlasbdl szarmazé

minta, ahol
1 T— U
fu,o’ Ca O’f( e )

alaka'®. Ekkor az M-becslés a u eltolds paraméterre azon t érték, melyre:

" X, —t
ng)( ) — min,
=1 g t

vagy mas megkdzelitésben:

- l’i—t
;w( - >—o,

ahol v = ¢'. Megjegyezziik, hogy a maximum-likelihood becslés esetén
o5 = —log(f), mig vy = —L.

Speciélis esetben a fenti simitési eljaras a kévetkezképpen modosithato, alkal-
mazhato. Adott k konstans mellett az tgynevezett Huber-féle becslés vagy transz-

formécié az alabbi:

k x>k,
Yr(x) =< o —k<zxz<k,
-k x<k.

Megjegyzés. A fenti fiiggveény egyfajta trimmelésként!? is felfoghaté. Azon-

ban mig a trimmelés esetén a kiugré értékektsl megszabadulunk — ezzel a minta

13Feltessziik, hogy az F' eloszlas szimmetrikus, tovabba feltehets, hogy o = 1. Az eljarasban
tehat az eloszlasfiiggvényt ismertnek tekintjiik, a két fenti paramétert pontbecslés segitségével
becstiljiik.

14A trimmelés azon statisztikai eljaras, melyben a kiugré vagy extrém értékeket levagjuk,
kihagyjuk a mintdbol — centralizdlva igy a mintankat, illetve cs6kkentve annak szabadasfokat.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2012)



ERZEKENYSEGVIZSGALATOK A STATISZTIKAI ELJARASOKBAN 85

szabadséagfokat, esetszamaét is cstkkentve — addig itt az esetszam megmarad, csak
egy adott értéken tul a szdmunkra megvalasztott szint (k) keriil az adott szintnél
nagyobb és kisebb esetek helyére. Mas megkdzelitésben a kiugré értékeket egy szé-
munkra beallitott toleranciaszintre kényszeritjiik vissza, ha ugy tetszik centralunk.

Ezt az eljarast vizsgalta, illetve modositotta Hampel munkatarsaival, melyet
2011-ben publikaltak. E simitas azért is lehet fontos szamunkra, mert a simitas
a mintanagysag figyelembe vételével térténik. Tanulmanyukban kitérnek arra is,
hogy az eljarast mind a Huber-féle transzforméciéra, mind a maximum-likelihood
becslésre, mind pedig egyéb M-becslésekre alkalmazzak — raadasul a simitasi elja-
rasukat minden esetben Gssze is hasonlitjdk az eredeti eljarasokkal. Tapasztalataik
szerint a simitott eljaras minden esetben jobb (vagy legalabbis nem rosszabb) ered-
meényeket hozott, mint nem simitott valtozatuk.

3.1.4. A véletlen valtozo eloszlasa

A korabban, a bootstrap szimuldcié kapcsdn mar emlitettiik, hogy a becslés
eloszlasanak ismerete segitségével a bizonytalansig, az eljarasunk érzékenysége vizs-
gélhat6. Azonban azt is tudnunk kell, hogy a véletlen jelenség eloszlasa nagyban
befolyasolja a becslési eljarasunkat (egyaltalan, mar azt is befolyasolja, hogy mely
paraméterekre szeretnénk becslést mondani és mely paraméterek nem érdekesek
szamunkra).

Lehmann [29] t&bb eloszlas esetén is targyalja kiilonboz6 paraméterek becs-
lési tulajdonsagait, azok viselkedését konzisztencia, torzitatlansag szempontjabol,
illetve hatékonysagukat is vizsgélja. Sak és munkatérsai ennél tovabb is mennek
egészen friss kutatési riportjuk [41] tanisaga szerint, melyben azt vizsgaljak, hogy
kiilonb6zd eloszlasok ferdeségi mutatoja miként hat az atlag konfidenciaintervallu-
maéra, illetve ezt milyen empirikus modszerekkel lehet korrigalni. Azt tapasztaltak,
hogy Hall 1992-ben publikalt transzformacioja [20] hatékony eszkoznek bizonyul
annak érdekében, hogy az atlagra vonatkozé konfidenciaintervallumot tovabbra is
zart formula segitségével, szimulaciok nélkiil hatarozhassuk meg.

3.4. Példa. Mig az eredeti t-proba probastatisztikija

t= X —n

)

ﬁ
addig a Hall-féle transzformaécio:

1 1, 1 1 /1.,\°.
=t+—G (=t?+= | +— (=G| 3,
91(t) +\/ﬁ1<3 +6)+3n<3 1>
ahol G; a tapasztalati ferdeség, tehat ilyen szempontbol Hall transzforméacioja a
Johnson-féle, ferdeséget korrigal6 eljarassal rokon'.

15 A t-probanak, mint mar emlitettiik, feltétele, hogy a vizsgalt valtozé normélis eloszlast
legyen. Ennek egyik lehetséges ellendrzése is lehet, hogy a normélis eloszlas — szimmetrikus
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A t-proba korrekciojanak akkor van csak ilyen jellegii jelent&sége, ha a norma-
litas sériilése mellett tovabbra is a varhaté értéket (4tlagot) szeretnénk tesztelni.
A felmeriils probléma érzékeltetésére képzeljiik el a kiévetkezd esetet.

3.5. Példa. Adott két kozépiskolai osztaly, akik futdversenyt szeretnének ren-
dezni. Az OGsszehasonlitias alapja a két osztdly atlagos futésteljesitménye lesz.
Az egyik osztalyban csupa élsportolot talalunk: 27 atlétat és 3 szumobirkdzot.
A masik osztalyban sok atlagos didk mellett (29 {6) egyetlen nagyon tulstlyos didk
is tanul. Azonban e tulstlyos didk — megismerve az ellenfél adottsagait — cselt
eszel ki. A futoversenyt a Margitszigeten rendezik meg, egyetlen kort kell futni.
A didkok nekikezdenek — de tulstulyos egyediink csak sétal, mellette a 3 szumobir-
kézoval. Az atlétdk természetesen gond nélkiil gyorsabbak az atlagos kozépiskolas
didkoknal — de a csel még nem teljesedett ki. Hdsiink beszélgetést kezdeményez
a birkozokkal és a beszélgetést a gasztronémia irdnyéba tereli. Majd a sziget egy
céltol és rajttol egyarant tévoli pontjan lévs talpondllo biiféhez vezeti a gyantt-
lan birkézékat. Ott aztdn pénzt nem kimélve etetni kezdi Sket. A triikk ugyanis
a kovetkezs: a 3 birk6z6 — még akar az utolsdé par méteren le is hajrazhatjak
majd a tovabbra is sétélo, veliik tart6 egyetlen talsulyost — eredményei mar ugyis
olyannyira fogja az egész osztalyuk atlagat rontani, hogy barmely, atlagot 6sszeha-
sonlitoé eljarasban toronymagas gy&ztesként keriil majd ki a teljesen atlagos kdzép-
iskolai osztalyunk. Ez azonban nyilvan amiatt alakulhat ki, hogy az eloszlasaink,
melyek az osztélyokat jellemzik ferdék (példaul tal sok jo/atlagos és aranylag kevés
rossz futd van), tovabbéa az atlagot egyetlen extrém érték is barmilyen iranyba el
tudja mozgatni. Igy az atlag helyett mas mutatéval, eljarassal kellene dénteniink
a két osztaly Gsszehasonlitasaban (ahogy ezt a ,breakdown point” elemzésben méar
megallapithattuk). Ha azt a kisérletet végeznénk el, hogy paronként futtatjuk cket,
mely parokat véletlenszertien valogattuk ki egyik és masik osztalybol, ugy érzékel-
hets, hogy a sporttagozatos osztaly esetén csak minden 10. valasztéis lesz olyan,
ahol az atlagos kozépiskolabol valasztott didknak lenne valami esélye — feltéve,
ha onnan nem a tulsilyos egyedet valasztjuk. Ez utébbi kisérletet sztochasztikus
egyenlSség vizsgalatnak nevezziikk és Wilcox mar kordbban is idézett konyve [46]
tartalmaz ilyen — vagy hasonlé — helyzetekre alkalmazhat6é probakat, eljarasokat.

3.1.5. Osszefoglalé megallapitasok a becslésekhez

Megéallapithatjuk tehat az aldbbiakat:

— Amennyiben ismert az eljarasunkbol szarmazo becslés eloszlasa (pl. a minta-
atlag alkalmazasa ilyen), akkor zart formulék segitségével meghatarozhato az
eljaras standard hibaja (vagy altalanossagban hibaja), melynek segitségével
a becslésiink pontossaga, konfidenciaintervalluma meghatirozhaté. Ennek
segitségével tehat képet kaphatunk arrél, hogy a valészintiségi valtozé adott

lévén — G1 = 0 értékkel rendelkezik, azaz a ferdesége 0. Magyaran, ha azt tapasztaljuk, hogy az
eloszlasunk ferde — pozitiv vagy negativ iranyba ,eld6l”, akkor a ferdeségi egyiitthato segitségével
korrigaljuk a probastatisztikdnk értékeét.
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paraméterének becslése esetén milyen hibakat kévethetiink el: a véletlen jelen-
ségre mennyire érzékeny a becslésiink.

— Amennyiben nem ismert az eljarasunk eloszlisa, gy szimulacios eljarésok
bevetésével tudunk képet kapni arrél, hogy az adott minta sajatossagaibol
kovetkezGen milyen varhatd hibdkat kovetiink el az adott paraméter vagy
paraméterek becslése soran.

— A szimuléciok helyett — a kezdeti tapasztalatok sikeressége okdn — emlithet-
jik példdul Hampel és munkatérsai, 2011-ben publikalt simitasi eljarasat is
[21], mely szintén alkalmazhato lehet annak érdekében, hogy a becsléseink
bizonytalansidgat pontosabban meghatarozhassuk.

Megjegyzés. Fontos kiemelni, hogy a fenti felsorolds messze nem teljes. Példaul
nem széltunk a Bayes-becslések problématikajardl, illetve azok érzékenységérdl,
ezen keresztiil nem adtunk szamot azokrél az esetekrsl, amikor rizikd vagy infor-
maci6 (és nem kozvelteniil az eltérés) alapjan akarjuk véazolni a becslés josagat.
Bayes-becslések érzékenységérsl, annak vizsgalatarol és fliggésérdl pl. az a-priori
eloszlasok!® befolyasarol olvashatunk Lavine 1991-es cikkében [27].

Nem beszéltiink a hianyzo értékek probléméjarol vagy arrél, ha az adott val-
tozéval Gsszefliggd més valtozokroél is rendelkeziink informaciokrél. Errél példaul
Robins és munkatérsai értekeznek kényviikben [39], ahol hidnyzo értékek esetén
valé becslések érzékenységvizsgalatara talalhatunk modszereket, lehet&ségeket.

A témak szertedgazo volta miatt célunk nem is lehetett mindenre kiterjed§ —
tovabbra is a kérdések felvetését tartjuk inkabb fontosnak.

3.2. Hipotézisvizsgalatok

A hipotézisvizsgalatok nyilvan jelentés mértékben Gsszefiiggnek az elézd kér-
déskorrel: amennyiben van becslésiink és tudjuk annak megbizhatdsagat (konfiden-
ciaintervallumét), akkor lényegében hipotézisekrdl is tudunk dontéseket hozni.

Azonban a hipotézisvizsgalat soran tobb, egymastél funkcidéjaban is igen eltérd
hibat tudunk elk&vetni.

3.6. Példa. Tegyiik fel, hogy egy betegséget szeretnénk diagnosztizalni, melynél
az is gondot jelent, ha valakit betegnek mondunk a vizsgalatok alapjan — pedig nem
az, illetve akkor is gondban vagyunk, ha kiengedjiik kezelés nélkiil, pedig sziiksége
lenne ra.

Gondolhatunk itt egy rakos megbetegedésre, aminél a hibas diagnézis barmely
kimenetele veszélyeket rejt: ha nem kezeljiik, akkor esetleg menthetetlenné valik
a beteg, mig ha kezellink egy egészséges pécienset példaul kemoterapidval, ugy
kénnyen megbetegithetjiik.

16 A Bayes-féle becslésekben azt feltételezziik, hogy maga a vizsgalt paraméter is egy véletlen
valtozo, melynek az Ggynevezett a-priori (tapasztalas el6tti) eloszlasa adott. A vizsgalt paraméter
a-posteriori (tapasztalas utani) eloszlasa nem mas, mint az a-priori eloszlas minta esetén vizsgalt
feltételes eloszlasa. A Bayes-becslés pedig az a-posteriori eloszlasboél szamitott paraméterbecslés.
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Nyilvanvaléan vannak betegségek, melyeknél valamely kimenetel nem hordoz
ekkora kockazatot: ha megszirom a mutatoujjamat egy tiivel és a baleseti sebész
nem hajland6 egy teljes miitéstabot Osszehivni a problémam elharitasara, majd
hazakiild — nagy valészintiséggel nem kdvet el végzetes hibat. Maésik oldalrél, ha
egy egészséges embernek C-vitamint irok eld, varhatéan nem fog neki artani, igy
nagyobb gondot sem fogok vele okozni.

A statisztikai érzékenységvizsgalatokra a hipotézisvizsgalatok soran két teriile-
tet fogunk bemutatni.

3.2.1. A proéba erejének és szignifikanciajanak vizsgalata

A préba ereje, illetve a szignifikancia minden esetben az eljaras érzékenysége-
ként kezelhetd.

— A szignifikancia és a kordbban mar targyalt konfidencia, (megbizhatosag)
egymassal lényegében megegyezs fogalmak.

— A proba ereje egy bonyolultabb médon szamolhat6 paramétere a kivalasztott
hipotézisvizsgalati eljardsnak. A préba ereje a vizsgalat ugynevezett mésod-
faju hibajaval analdg fogalmak. A fenti példaval élve, ha a nullhipotézisiink
az, hogy a vizsgélt piciensiink egészséges, gy a masodfaju hibat akkor kévet-
jik el, amikor a betegeket nem részesitjiik kezelésben.

3.7. Példa. A hibak kummulalodasara az aldbbi, altaldban ismert példat em-
litjiik. Tobb atlag Osszehasonlitasat végezziik a varianciaanalizis sordan. Ekkor
hagyomanyosan azt teszteljiik, hogy tobb csoport dtlaga egyezik-e egymassal vagy
sem. Vilagos, hogy a tobb atlag egyidejt, paronkénti 6sszehasonlitdsa nem végez-
hets el fiiggetlen médon — és ilyen esetben az elséfaju hibdk valdszintségének
viselkedésérdl keveset tudunk.

A paros Gsszehasonlitiasok tgynevezett ,,Post Hoc” tesztjeinek szamos véltozata
ismert, ezekbdl a teljesség igénye nélkiil felsorolunk néhanyat. A képletekben min-
den esetben szerepelni fog az M S E-érték, ami nem més, mint a csoportokon beliili
atlagos négyzetes eltérés'”.

Tovabba édltalaban feltételezziik, hogy ha k darab csoport van, akkor minden
csoportban azonos, n esetszammal dolgozunk (mutatunk egy olyan formulat is,
ahol e feltételtdl eltérhetiink).

Ertelemszertien két atlagot akkor nem fogunk szigkifikansan kiilonbozének te-
kinteni, ha a kiilonbségiik konfidenciaintervalluma tartalmazza a 0-t.

— Bonferroni-eljaras: Bonferroni azt javasolta, hogy ha o megbizhatdséagi szinti
dontést szeretnénk hozni, de egymas utdn m darab tesztet kell végezniink, me-

17 Azaz a csoportok atlagaitol vessziik a csoportban 1évs egyedek, részmintak eltéréseinek négy-
zetOsszegét és atlagoljuk — bels6 variancia, vagy hibavariancia néven is ismert. Szabadsagfoka a
fenti jelolésekkel n — k, azaz a teljes létszdm és a csoportok szaménak kiilonbsége.
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lyek egymaéstol nem fiiggetlenek, akkor « szint helyett = szinten dontsiink!®.
Fontos azonban megjegyezniink, hogy ez altalaban feleslegesen szigoru elja-
rast jelent, igy ezt altalaban finomitani szokas.

— Atlagok Bonferroni-6sszehasonlitésa:

— - 2MSE
Xi,o _Xj,o iﬁ(lf%,u) T7
ahol & tehdt 55, ahol m az Gsszehasonlitdsok szama. X, o az i-edik

csoport atlagat jeloli, mig v az MSE szabadsagfoka.

— Atlagok Bonferroni-dsszehasonlitasanak Sidak-féle modositasa:

_ — [2MSFE
Xi,o —Xj), it(l—“Tm,V) T,

1
Ay 1=(1—c)m
ahol - = 3 .

— Atlagok Dunnett-féle 6sszehasonlitésa:

_ _ 2MSFE
Xie—Xjot Di—ak—1u) Y

ahol D az tgynevezett Dunnett-eloszlas'®

tovabbra is M SE szabadséigfoka.

, k a csoportok szama, mig v

— Atlagok Hsu-féle (MCB) 6sszehasonlitésa:

_ 2MSFE
Xie— m;lXXj,- +0D1 k-1
i#]

) n
ahol OD az egyoldali Dunnett-eloszlas.
— Atlagok Fisher-féle (LSD) 6sszehasonlitasa:

b'd ¥ 1 1
Xi,o - Xj@ it(lg,y)\/MSE ( —+ )7
n; ’flj

mely eljaras tehat alkalmazhaté kiilonb6z6 csoportlétszamok esetén is.

18]lyenkor tehat a korabban mar targyalt elsGfaju hiba valdszintiségét drasztikusan lecsék-
kentjiik.

9A Dunnett-eloszlasrol ltalaban tablazat segitségével dontenek [50]. A standard normélis
eloszlas esetén is az eloszlasfiiggvény inverzének tablazatat hasznaljak a statisztikai szamitasoknal,
hiszen az inverznek zart alakja nincsen — igy ez a tablazatos eljaras nem nevezhetd szokatlannak.
A tablazathoz hasznalt, a standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvényénél lényegesen bonyolultabb
formula megtalalhato példaul Dunlap és munkatérsai cikkében [14], mely cikkben raadasul t&bb
példat is bemutatnak ezen eloszlas alkalmazasara.
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Megfigyelhetd volt, hogy az atlagok egyenlGségének tesztelésekor a részminté-
ink szorasadnak egyenlGsége is feltételként szabhatd — vannak eljarasok, ahol ez nem
feltétel. Azonban a korabban mar emlitett Lee és munkatérsai is megfogalmazzak
2010-ben publikalt anyagukban [28], hogy a szdrasok Gsszehasonlitisa — helyeseb-
ben a részmintak szérdédési mutatdinak egyezése vagy kiilonbdzdsége — egyaltalan
nem trivialis kérdés. Raadasul t6bb tesztet is sszehasonlitanak egymassal szimula-
ciok segitségével, igy a kiilonbo6z6 tesztek numerikus eredményeit is attekinthetjiik
dolgozatukban.

3.8. Példa. Az alabbiakban Osszefoglalunk néhéany tesztet Lee és munkatérsa-
inak cikkébél. Mindezt azért tessziik, hogy jobban ravilagithasunk: amennyiben
a vizsgalt valtozénk normalitdsa sériil, ugy a mar korabban elmondottak alapjan
nem csak a kbzépértékek megvalasztasa lehet problematikus (4tlag helyett példaul
median, atlagok Osszehasonlitasa helyett sztochasztikus egyenl@ség vizsgalat, lasd
Wilcox kényvét [46]), hanem a szorodasi mutatok megvalasztéasa, vagy azok tesz-
telése sem egyértelm.

Két szoéras Osszehasonlitdsara a hagyoményos eljaras az dgynevezett F-proba
(a két variancia hanyadosa alapjan tesztel), melynek feltétele a normalitas és mely-
nek megsértésre kifejezetten érzékeny (lasd péeldaul Klotz és Johnson dolgozatat,
[26] akik — ahogyan a most idézett dolgozat is — az elGszbr ismertetendd tesztet,
mint alternativat ajanljak helyette).

Az aldbbi tesztek tehat mind a Hy : 07 = 03 = --- = o7 nullhipotézis eldénté-
sére szolgalnak.

— Levene-teszt: A Levene-teszt probastatisztikaja:

k S —
W= 1211 ’
(k=1)> (24— Zi)

i=1j

—

ahol N a teljes mintanagysdg, n; az d-edik részminta nagysiga,
Zij = |Yij = Yi|, Y; az i-edik részminta atlaga, Z; a Z;;-k csoportjainak
egyenkénti dtlaga, mig Z a Z;;-k foatlaga, azaz a Levene-teszt az atlagos

abszolut eltéréssel szamol az atlagos négyzetes eltérés helyett.

A fenti W-probastatisztika Hy fennalldsa esetén F-eloszlast kovet k& — 1 és
N — k szabadsagfokkal.

— Moédositott Levene-teszt: lényegében azonos a fenti tesztttel, csak atlagok
helyett mindenhol a medidnt kell hagznalni.

— Z-variancia teszt: Az Overall és Woodward altal 1974-ben publikalt [35]
eljaras a kovetkezs alakot Olti. A probastatisztika:
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F_z:l
E—1"
ci(n; —1)s? i
Z; = =y fei(ni—1) = -,
i MSE cni—1)—5

ahol ¢; = 2 + %, s? a korrigalt tapasztalati variancia, n; az adott részminta

mintanagysaga, M SE pedig a mar kordbban ismertetett négyzetes eltérés.

Ekkor Hj fennallasa esetén Z; eloszlasa standard normalis, tehat a fenti F-
probastatisztika eloszldsa F-eloszlas, k — 1 és oo szabadsagfokkal.

Az Overall-Woodward-féle médositott Z-variancia teszt: 1976-ban a
mér hivatkozott Overall és Woodward szerzéparos ijabb dolgozatukban [36]
modositottak az eredeti ¢; értékeket az alabbira:

1,6(n;—1,8K+14,7)

2,9+ 22\
S !

ahol n; tovabbra is az i-edik részcsoport mintanagysaga, tovabba:
/ Tlfnjl S?
4
> Zi;
7

ni72.

Zij =

K =

O’Brien-teszt: Az O’Brien altal publikilt proba [34] azt mondja, hogy a
hagyoméanyos F-probat médositsuk olymodon, hogy az eredeti probédban hasz-
nalt Y; ; értékeket modositjuk az alabbi modszerrel:

V N (’/L, - 175) n; ()/” —?2)2 - 075812 (nL - 1)
v (ni —1) (n; —2) ’

ahol az alabbi jeloléseket alkalmaztuk:

v, ==
1 nz b)
Z:‘ (Vi = %3)’
2 _ J=1
S, = —_—
¢ n; — 1
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a megfelel§ részcsoportatlagok és részcsoportvariancidk, tehat lényegében Y ;-
ket a fenti V;; értékekre cseréljiik, és ugy alkalmazzuk az eredeti F-probat.

Megjegyzés. Megjegyezziik, hogy ilyenkor fennall az aldbbi egyenl@ség:
82 _ Vz _ Z 5] .

i ni

Megallapithatjuk, hogy amennyiben a normalitas nem teljesiil, ugy a szérodasi
mutatoknal sem feltétleniil a szérast kell valasztani, hiszen lathato, hogy a széras
nem feltétleniil a lehetséges legjobb, valamely kézépértéktsl vald atlagos eltérést
meérd, jol interpretalhaté mennyiség.

3.3. Egy biostatisztikai megkdozelités: ROC-gorbék alkalmazasa

A masik megkozelités a hipotézisvizsgalatok esetén a biostatisztika?® egyik
bevett eljardsa. A tovdabbiakban a kiévetkezd jeloléseket fogjuk alkalmazni:

Er Erzékenység

Fa Fajlagossag

N4, | Nem hibés, pozitiv tesztek szdma

Ny Hibéas pozitiv tesztek szama

N_, | Nem hibés, negativ tesztek szama

N_n Hibas negativ tesztek szdma

Megjegyzés. 'Tehdt N, , + N_ a betegek, mig Ni , + N_ , az egészséges
egyedek szama. Erzékenységnek (sensitivity) nevezik annak valoszintiségét, hogy

egy beteget a teszt valéban betegnek mutat. Mas megkozelitésben:

Er = L
Ny, +N_p
Megjegyzés. Megjegyezziik, hogy egy mésik, ezzel analég fogalom is gyakran
hasznalatos a biostatisztikaban. A fajlagossag (specificity) megmutatja, hogy mi
a valdszintisége annak, hogy negativ tesztet kapunk abban az esetben, ha az illetd
tényleg egészséges. A fenti jelolésekkel:

N_,

Fo=—7-7—7.
New+ Ny

20Fontos megjegyezni, hogy az tigynevezett ,tulélési statisztikak” e bevett grafikus elemzési
eszkdzét szamos teriileten — igy nem csak a biostatisztikiban — alkalmazzak. Igy példaul a
pénziigyi statisztikai eljarasokban is szamos felhasznalasa ismert: egy betegségben val6 elhalalozas
a cégek szamara a cs6deljarasként foghato fel. A modellek ilyen szempontbol tehat rokonsagban
allnak egymaéssal.
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Az érzékenység és fajlagossag téméajaban is fontos mérniink, hogy e két mennyi-
ség milyen hibahataron beliil mozoghat. Ez lényegében nem mas, mint annak mé-
rése, hogy bizonyos statisztikai probak elsé és masodfaja hib4ja miként alakul.

E biostatisztikai témakorben szamos publikacié késziilt — melyek olykor pont
e teriilet érzékenységvizsgalatat nem érintik. Erre hozhat6é példaként Bender és
munkatarsainak elemzése [3] Brenner és Gefeller dolgozatarol [5], ahol a szamitéaso-
kat reprodukalva mutattak arra ra, hogy a becslésekben, melyeket a szerzok tettek,
szdmos megkérdjelezhetd pont van.

Az orvoslasban persze adott egy igen egyszeri — bar nem feltétlentl kolt-
séghatékony ellenszere a téves diagnozisok sziirésének. Ez pedig nem més, mint
amit Diepgen és Coenraads feszeget cikkiikben [13]: t6bb tesztet futtatnak egy-egy
diagnozis felallitaséra. A t6bb teszt futtatasa, Osszefliggéseinek matematika saja-
tossdgaira, statisztikai hibainak kummulalédasara vagy éppen sziikitésére hivjak
fel munkajukban a figyelmet egy igen konkrét diagnosztikai eljaras kapcséan.

Az orvosi alkalmazasok soran nyilvan nem csak ilyen helyzetek addédnak. Egyes
betegségek esetén a dontést és a becsléseket altalaban logisztikus regresszio?!
alkalmazasaval és ugynevezett ROC-gorbék elemzésével szoktédk megoldani.

3.1. Definicio. Tegyiik fel, hogy adott k darab, Xi,..., X) véletlen viltozo,
melyek segitségével az Y bindris valtozo lehetséges értékeinek bekovetkezési valo-
szinliségét szeretnénk meghatirozni adott =1, ...,z realizacié esetén.

Vilagos, hogy P(Y = 1) meghatarozasa elegendd, hiszen

PY=1)4+P(Y =0)=1.

A logisztikus regresszio modellje azt mondja, hogy

eBotB1 X1+ +Bk Xy

P =11X1,.., Xe) = 1 + eBotBi X1t +Bk Xk

alakban keresendd.

Innen is vildgosan latszik, hogy a logisztikus regresszio egyfajta lehetséges
modellje a bekdvetkezési valdsziniliség meghatarozésanak, adott realizacié mellett.
A labjegyzetben is olvashat6, Boros Endre és munkatéarsai altal jegyzett [8] cikk
éppen e helyzetek mésfajta megkozelitésére ajanl alternativat egy, a logiszitkus
regresszié modelljétsl teljesen mas megkozelités alkalmazasaval.

21 Jegyezziik meg, hogy nem csak logisztikus regressziot lehetne alkalmazni egy-egy ilyen oszta-
lyozéasi eljaras soran. Példaul Boros és munkatéarsainal kdnyvet is olvashatunk [7] a Logical Analy-
sis of Data (LAD) eljarasrol, mely szintén egy binaris osztalyozéas, ahol azonban nem statisztikai,
hanem optimalizalasi technikdk segitségével dolgoznak. Konkrét implementacioit is adjak Boros
és szerzétarsai dolgozatukban [8], ahol pszichometriai, miiszaki és gazdasagi adatokon egyarant
bemutatjak eljarasukat, numerikus eredményekkel alatamasztva. Erdemes tehat arrél is tudnunk,
hogy a logisztikus regresszié nem feltétleniil az egyetlen olyan eljaras, melynek segitségével binaris
valtozok eloszlasarol szerezhetiink informaciot — sét.
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Megjegyzés. A ROC-gorbékkel az egységnégyzetben abrazoljak a érzékenység
(sensitivity) és fajlagossag (specificity) kozotti Osszefliggéseket. Mig az x tengelyen
az 1 — Fa, addig az y tengelyen az Er érték (ardny) helyezkedik el.

Bar szamos helyen fellelhets e modszer (1asd példaul [43]), egy egyszertd példan
keresztiil kénnyen bemutathaté mind az alkalmazas, mind pedig a gorbe elkészi-
tésnek metddusa. A ROC-gorbéhez e feladat Buza Krisztian jegyzete [48] alapjan
késziilt.

3.9. Példa. Tegyik fel, hogy lazat szeretnénk mérni, 1az alapjan pedig valamely
betegséget diagnosztizalni, mely betegség altalaban lazzal jar — de persze nem
minden esetben, illetve nem minden lazas szenved ebben a betegségben.

A mintankat mar testhémérséklet szerint sorrendbe rendeztiik a jobb atlatha-
tosag kedveéért.

v, - | - -] - -] - B T I e
M | 36,4 | 36,4 |36,5| 36,6 |36,6 | 36,6 |36,7|368|37,5|37.6 | 39| 39,2

Azaz: a valosagban (V) a /7 jel azt mondja, hogy egészséges, nem szenved e
specifikus betegségben, mig a ,+” azt mondja, hogy beteg. A modellben (M) pedig
a testhdmeérsékletekkel modelleziink, tehat azzal szeretnénk meérni, diagnosztizalni.

A ROC-gorbéhez ki kell szamolnunk az igazi pozitiv (N4 ), a hamis pozitiv
(N4 1), igazi negativ (N_ ,) és hamis negativ (N_ ;) értékeket. Sziikségiink lesz
az igazi pozitivok (Er) és a fals pozitivok (1 — Fa) aranyara a betegek és az egész-
ségesek kozott a testhGmérséklet kiilonbozs, értelmes értékei esetén, hiszen az y és
z tengelyek rendre ezeket az ardnyokat mutatjak.

A testhémérséklet kiilonb6z6 szintjein kell hat eldonteni, hogy hany helyes és
hany helytelen diagnozis lenne a fent adott modellel a betegséget illetGen (tehat a
tablazat els6 4 sordban az adott moédon besorolt betegek szamat jeldljiik, az also
két sorban pedig az ardnyokat). A sorok elején a mar korabban definialt jeloléseket
hasznaljuk.

A tablazat els§ sordban az értelmes testhémérséklet vagopontokat tiintettiik
fel. Amely értékbdl tobb is volt, azt zarojelben szerepeltetjiik.

Homeérséklet | 36,4 (2) | 36,5 (36,6 (3) 36,7 | 36,8 | 37,5 | 37,6 | 39 | 39,2 |FIN
N, 3 3 3 313 (3| 22 0
Nip 9 7 6 3 21 [1]01] o010
N_, 0 2 3 6 | 7| 8 | 8 | 9 9
N_, 0 0 0 olo o | 1] 1] 2]s3
Er 1 1 1 1| 1|1 |2/3[23|1/3]0
1-Fa 1 7/9 1 6/9 |3/9[2/91/9/1/9] 0 | 0 |0

A tablazat kitoltésének modjara vegylink egy konkrét cellat. Az N, j sorban
tehat azt vizsgaljuk, hogy a testhGmérséklet adott értékének vagdpontként vald
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definislasaval hany darab fals, pozitiv eredményt kapnank. Igy példaul ha 36, 5C°-
os testhémérésékletet vagopontként kezelve, a 36, 4C°-0s pécienset nem tekintenénk
betegnek, azonban tovabbra is maradna 7 darab fals, valésaghan egészséges pacien-
stink, akiket betegnek jeleztiink (és lenne természetesen 3 darab, valdésagban beteg
paciensiink helyesen azonositva).

Altalanossagban: ha a gorbe dtmegy az egységnégyzet bal fels§ sarkan, akkor
téves diagnozis nélkiili eljarast sikeriilt alkotni. Minden gérbe esetén fontos tehat
annak alakja, hiszen minél jobban kozeliti a gorbe a bal fels6 sarkot, annal preci-
zebb, pontosabb diagnoézist lehet az eljarassal felallitani. Azonban a gorbe alakjan
kiviil a gorbe alatti teriiletnek is jelentése van: lényegében a tesztiink hatékony-
sadganak meérdszama (a bal els6 sarkon atmend esetben a teriilet 1, tehat ilyenkor
a leghatékonyabb, mig egy olyan gdrbe esetén, ami a négyzet bal als6 sarkat a
jobb fels6 sarokkal Gsszekots atlojat mutatja lényegében pénzt is dobalhatnénk
dontéshozatal helyett).

A példankhoz tartozd abrat az utolso két sor alapjan elkészitettiik, tehét az
als6 két sorban taldlhato értékek a goérbe koordinatéi:

0,8

0,6

0,4

0,2

1. Abra. ROC-gdrbe az igazi pozitiv és fals pozitiv aranyok szerint

Az abra elég jol kozeliti a bal felsg sarkot, tehat azt mondhatjuk, hogy a fenti
példaban egy kellGen jol viselked6 modellt tudtunk alkotni: a gorbe alatti teriilet
3—?, tehat a helyes diagnoézisok valészintsége magasnak mondhaté.

A dontéshozatalra, illetve alkalmazasukra szamos példa hozhatéd fel — pusz-
tan a moédszert és annak értelmezését lathatjuk Goldstein és munkatarsai, 1906
ongyilkossagot tulélteken elvégzett pszichidtria kutatésaban, illetve annak doku-
mentaciéjaban [19].

Egy elméleti, a ROC-gorbék elemzésében alkalmazott mennyiségek x2 statisz-
tikak segitségével vizsgalo cikk olvashato Bennettdl [4], aki teljesen elméleti megko-
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zelitésben targyalja — majd sajat vizsgilati eredményein teszteli is a diagnosztikai
eljarasok ilyedtén vald becslését, illetve becslésének josagat.

3.4. Megjegyzések a hipotézisvizsgalatokhoz

Nem érintettiik itt a hipotézisvizsgalatok soran az 6sszes létezs lehetGséget a
probak lehetséges hibainak tesztelésére. Vildgos, hogy minden statisztikai préba
csak bizonyos — szigoribb vagy kevésbé szigorin — feltételek mellett viselkedik opti-
maélisan. E feltételek sériilése esetében kiilonbozdé robusztus eljarasok valaszthatok
— azonban e valasztasok soran sem elhanyagolhaté, hogy a ,hagyoményos” eljaras
feltételei, mely eljaras helyett most e robusztusat valasztottuk, milyen mértékben
sériilnek.

A sériilés mértékének, mindségének kovetkezményeire ritkan talalhatunk egzakt
moédon is igazolhato, megbizhato és kalkuldlhato6 eljardsokat — azaz, amit példaul
a student-féle t-proba esetén jol koriiljarhato teriiletnek gondolunk.

A t-proba esetén a ferdeség, cstucsossig — vagy dltalanosabban a normalitas
hidnya esetén vilaszthato robusztus tesztek megbizhatosagara Vargha 2003-as cikke
[45], vagy a proba erejének vizsgalatira a normalitds sériilése esetén Srivastava
1958-as dolgozata [42] lehet példa. Ez mas hipotézisvizsgalati modszerek esetén
messze nem tilinik kérdések nélkiili teriiletnek, illetve elméleti hattere — a fellelhets
szakirodalmak alapjan — nem latszik ennyire koriiljartnak.

4. Osszefoglalas

E téméban tobb Gsszefoglalé mi is sziiletett, melyek tampontot, kiindulasi
alapot adhatnak a kiilénbo6z6 statisztikai tesztek, illetve azok robusztus valtozatai-
nak megismeréséhez (példaként emlithetjiik Gsszefoglalo anyagként Wilcox konyvét
[46], melybd] szamos hagyoméanyos modszert, és azok tobb robusztus valtozatat is
megismerhetjiik).

Megéallapithato, hogy a statisztikai vizsgalatok jelent&s hanyada a bemeneti
adatok valtozasait vagy valtozékonysigat — amiatt, hogy eleve valdszintiségi valto-
zokkal dolgozik, melyek sziikségszertien valtozékonyak kisebb-nagyobb mértékben
— kezelik valamilyen formaban. A leggyakrabban ez olymo6don jelenik meg, hogy az
eljarasok megfelels biztonsagi szinten valo alkalmazasat feltételekhez kotik (a vé-
letlen valtozé eloszlasanak pl. normalis volta, csoportok szérdsdnak homogenitasa,
stb). Amennyiben e feltételek sériilnek, tigy az adott eljaras valamely korrekcios
— robusztus — valtozatat javasoljak. Ezen esetben az eljarasokban mindenképpen
jelen 1év6 hibakat (hiszen véletlen jelenségek alapjan hozunk dontéseket) altalaban
megfelel§ szinten lehet tartani.

Mas esetekben viszont nem ismertek azok a matematikai alapok és vizsgalatok,
melyek biztositandk az eljarast alkalmazok szamara azokat a stabilitasi kritériumo-
kat, melyekkel a hibas doéntések valészintisége meghatarozhaté, uralhaté. Igy pl.
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empirikus eszkozok segitségével — szimulacios eljarasok — az adott tapasztalati el-
oszlasok vizsgalataval kimérhet6k az alkalmazott eljarasok hibai. Ha a hibdkat e
modszerekkel nem is tudjuk kikiiszobdlni, azok mértékével tisztaban lehetiink — és
igy tovabbra is megalapozott dontések hozhatok.

Szintén empirikusak, de nem feltétleniil igényelnek nagyobb gépigényt — illet-
ve a kezdeti tapasztalatok alapjan kis mintak esetén is miikodsképes alternativat
jelenthetnek — a simitasi eljarasok. Segitségiikkel robusztus becslések készithetsk
— stabilabba, kevésbé érzékennyé téve igy az eljarasunkat, illetve a segitségiikkel
meghozott dontéseinket.

Természetesen — ahogy jeleztiik, nem torekedtiink cikkiinkben a statisztika
minden teriiletének lefedésére. Nem beszéltiink példaul a kiillénb6z8 regresszids
technikdk megbizhatosagardl, a Bayes-becslések érzékenységérsl vagy az idGsorok
esetén alkalmazhat6 kiilonb6z8 technikikrol és felmeriilé problémakrol. Célunk
pusztan az volt, hogy két, egyszeribb teriiletet kiragadva, azok segitségével vazol-
juk a probléma &ltalanos mivoltat, nagysigat és fontossagat.

Hivatkozasok

[1] Bayne, W.; Toset, S.; MarTiace, L. A.; Lasco, M. S.; KeEMETHER, E.; EDGAR,
M. A.; MorGELLO, S.; BucusBauMm, M. S.; Jones, L. B.: The interestitial Nuclei
of the Human Anterior Hypothalamus: An Inverstigation of Variation with Sex, Sexual
Orientation, and HIV Status, Hormones and Behavior, Vol. 40/2, pp.: 86-92, 2001.

[2] BEeLia, S.; FipLER, F.; WiLLiams, J.; CuMMING, G.: Researchers Misunderstand Confi-
dence Intervals and Standard Error Bars, Psychological Methods, Vol.: 10/4, pp.: 389-396,
2005.

[3] BENDER, R.; LANGUE, S.; FreEiTaG, G.; TramPiscH, H. J.: Letters to the Editor on
LVariation of sensitivity, specificity, likelihood ratios and predictive values with disease pre-
valence, Statistics in Medicine, Vol. 16, pp.: 981-991, 1997.”, Statistics in Medicine, Vol. 17,
pp.: 945-950, 1998.

[4] BeENNETT, B. M.: On comparisons of sensitivity, specificity and predictive value of a num-
ber of diagnostic procedures, Biometrics, Vol. 28, pp.: 793-800, 1972.

[5] BreEnNER, H.; GEFELLER, O.: Variation of sensitivity, specificity, likelihood ratios and
predictive values with disease prevalence, Statistics in Medicine, Vol. 16, pp.: 981-991,
1997.

[6] Borra, M.; KrAMLI, A.: Statisztikai kévetkeztetések elmélete, Typotex, 2005.
[7] Boros, E.; HamMER, P. L.; IBarAKk1, T.: Logical Analysis of Data, IGI-Global, 2005.

[8] Boros, E.; HamMER, P. L.; IBarRAKI, T.; Kocgan, A.; Mayoraz, E.; MUCHNIK, I.: An
implementation of logical analysis of data, Knowledge and Data Engineering, Vol. 12/2,
pp.: 292-306, 2000.

[9] Borovkov, A. A.: Matematikai Statisztika, Typotex, 1999.

[10] Camponovo, L.; Otsu, T.: Breakdown pont theory for implied probability bootstrap, The
Econometrics Journal, Vol. 15/1, pp.: 32-55, 2012.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2012)



98

[11]

[15]

[16]

18]

[19]

[20]

[21]

23]

[24]

25]

[26]

TAKACS SZABOLCS

CocHRAN, W. G.: The distribution of quadratic forms in a normal system, with applica-
tions to the analysis of covariance, Mathematical Proceedings of the Cambridge Philisophi-
cal Society, Vol. 30/2, pp.: 178-191, 1934.

CoHEN, J.: Statistical Power Analysis for the Behavioral Sciences, New York, 1988.

DiepGgeEN, T. L.; CoENrRAADs, P. J.: Sensitivity, specificity and positive predictive value
of patch testing: the more you test, the more you get?, Contact Dermatitis, Vol. 42/6, pp.:
315-317, 2000.

Dunrapr, W. P.; Marx, M. S.; Acamy, G,J.: Fortain IV functions for calculating pro-
babilities associated with Dunnett’s test, Behavior Research Methods and Instrumentation,
Vol. 13/3, pp.: 363-366, 1981.

Erron, B.; TiBsHIRANI, R.: Bootstrap Methods for Standard Errors, Confidence Intervals,
and Other Measures of Statistical Accuracy, Statistical Science, Vol. 1/1, pp.: 54-75, 1986.

FLETCHER, D.; WEBSTER, R.: Skewness-Adjusted confidence Intervals on Stratified Bio-
logical Surveys, Journal of Agricultural, Biological and Environment Statistics, Vol. 1/1,
pp.: 120-130, 1996.

GaveN, A. K.: The distribution of ,Student’s” t in random samples of any size drawn from
non-normal universes, Biometrika, Vol. 36, pp.: 353-369, 1949.

GEYER, C. J.: Breakdown Point Theory Notes,
http://www.stat.umn.edu/geyer/5601/notes/break.pdf, (letéltés: 2012. 10. 16.)

GoLpsTEIN, R. B.; Brack, D. W.; NasraLLaH, A.; WINKOUR, G.: The Prediction of
Suicide, Archives of General Psychiatry, Vol. 48/5, pp.: 418-422, 1991.

Harr, P.: On the removal of skewness by tranformation, Journal of the Royal Statistics
Society, Vol. 54, pp.: 221-228, 1992.

HawmpEL, F.; HENNIG, C.; RoNCHETTI, E.: A smoothing principle for the Huber and other
location M-estimators, Computational Statistics and Data Analysis, Vol. 55, pp.: 324-337,
2011.

HuBer, P. J.: Robust Estimation of a Location Parameter, Annals of Matematical Statis-
tics, Vol. 35/1, pp.: 73-101, 1964.

JounsoN, N. J.: Modified t tests and confidence intervals for asymmetrical distributions,
Journal of the American Statistical Association, Vol. 73/363, pp.: 536-544, 1978.

Jones, D. N.; Giun, C. A.: Comparing Measures of Sample Skewness and Kurtosis, The
Statistician, Vol. 47/1, pp.: 183-189, 1998.

Jupkins, D. R.: Fay’s method for variance estimation, Journal of Official Statistics, Vol. 6,
pp.: 223-239, 1990.

KroTz, S.; JounsoN, N. L.: Breakthroughs in Statistics, Foundations and Basic Theory,
Vol. 1, pp.:680, 1993.

LaviNge, M.: Sensitivity in Bayesian Statistics: The Prior and the Likelihood, Journal of
the American Statistics Association, Vol. 86/414, pp.: 396-399, 1991.

Leg, H. B.; Karz, G. S.; REsTor1, A. F.: A Monte Carlo Study of Seven Homogeneity
of Variance Tests, Journal of Mathematics and Statistics, Vol. 6/3, pp.: 359-366, 2010.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2012)



[29]
30]

[31]

32]

[40]

[41]

[44]

[45]

[46]

[47]

ERZEKENYSEGVIZSGALATOK A STATISZTIKAI ELJARASOKBAN 99

LenMann, E. L.: Theory of Point Estimation, John Wiley and Sons, New York, 1983.
Leumann, E. L.: Testing Statistical Hypotheses, John Wiley and Sons, New York, 1959.

LEVAY, S.: A difference in Hypothalamic Structure between Heteroserual and Homosezual
Man, Science, New Series, Vol. 253, No. 5023, pp.: 1034-1037, 1991.

MawmeEeLl, V.; Music, M.; SauLeau, E.; BicGERI, A.: Large sample confidence intervals
for the skewness parameter of the skew-normal distribution based on Fisher’s information,
Journal of Applied Statistics, Vol. 39/8, pp.: 1693-1702, 2012.

MoaGgyYoro6Dp! J.; MicHALETZKY GY.: Matematikai statisztika, ELTE, TTK, Nemzeti Tan-
konyvkiado, Budapest, 1995.

O’BRIEN, R. G.: Robust tschniques for testing heterogeneity of variance effects in factorial
designs, Psychometrika, Vol. 43, pp.: 327-342, 1978.

OVERALL, J. E.; WoopwarD, J. A.: A simple test for homogeneity of variance in complex
factorial design, Psychometrika, Vol. 39, pp.: 311-318, 1974.

OvVERALL, J. E.; Woopwarp, J. A.: A robust and powerfull test for heterogeneity of
variance, University of Texas, Medical Branch Psychometric Laboratory, 1976.

PrREKOPA, A.: Valdszinidségelmélet miszaki alkalmazdsokkal, Miiszaki Konyvkiadd, Buda-
pest, 1962.

RENYI A.: Valdsziniségszamitds, Tankényvkiado, Budapest, 1968.

Rosins, J. M.; RorNiczky, A.; SCHARFSTEIN, D. O.: Sensitivity analysis for selection
bias and unmeasured confounding in missing data and causal inference models, SZERK:
Holloran, M. E.; Berry, D.: Statistical Models in Epidemiology, The Environment, and
Clinical Trials, Vol. 116, Springer, 2000.

SAAVEDRA, P. J.: An extension of Fay’s method for Variance Estimation to the Bootstrap,
Proceeding to the Annual Meeting of the American Statistical Association, August 5-9,
2001.

Sak, H.; HormaN, W.; LEyDOLD, J.: Better Confidence Intervals for Importance Samp-
ling, Research Report Series, Rep. 106, Institute for Statistics And Mathematics, Wirtschafts
Universitat Wien (Vienna University of Economics and Business), 2010.

SrivasTava, A. B. L.: Effect of non-normality on the power function of t-test, Biometrika,
Vol. 45/3 /4, pp.:421-430, 1958.

TakanasHi, K.; UcHrivama, H.; Yanaacisawa, S.; KaMaEg, 1.: The Logistic Regression
and ROC Analysis of Group-based Screening for Predicting Diabetes Incidence in Four
Years, Kobe J. Med. Sci., Vol. 52 (6), pp.: 171-180, 2006.

TAkAcs Sz.: Egy nem hagyomdnyos statisztikai eljards bemutatdsa az OECD PISA adat-
bdzison — esettanulmdny, Alkalmazott Matematikai Lapok, Vol. 27., 157-174, 2010.

VARGHA, A.: Robusztussdgi vizsgdlatok az egymintds t-prébdval, Statisztikai Szemle,
Vol. 81/10, pp.: 872-890, 2003.

WiLxoc, R. R.: Applying Contemporary Statistical Techniques, Academic Press, 2003.

WricHT, D. B.; HERRINGTON, J. A.: Problematic standard errors and confidence intervals
for skewness and kurtosis, Behavior Research Methods, Vol. 43/1, pp.: 8-17, 2011.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2012)



100 TAKACS SZABOLCS

[48] http://cs.bme.hu/ buza/edu/dm techn/dm feladatok.pdf (letdltve: 2012. 11. 16.).

[49] http://www.nsf.gov/statistics/nsf03302/pdf/setables.pdf (letdltés ideje: 2012. 10. 02.).

[50] http://www.watpon.com/table/dunnetttest.pdf (letoltés ideje: 2012. 11. 16.).

(Beérkezett: 2012. november 30.)

TAKACS SZABOLCS

Karoli Gaspar Reformatus Egyetem

Bolcsésztudomanyi Kar, Pszichologiai Intézet, Altalanos lélektani és modszertani tanszék
1037, Budapest, Bécsi ut 324, 5. épiilet, fszt.

e-mail: tretarkhon@gmail.com

SENSITIVITY ANALYSIS IN A STATISTICAL PROCESSES
SzaBoLcs TAKACS

An important aspect of many mathematical process is sensitivity analysis. In these analysis
we investigate the change of output data — result and behavior — when changes are made to the
input. It is of interest what type of changes in the input doesn’t affect the results — or which
type of modifications in the inputs results in larger or smaller scale changes to the output.

In the various fields of statistical processes, sensitivity has different a meaning. As an
example, it has different meaning in estimation or in hypothesis theory — or in the different
modelling processes.

In this paper we are not aiming to address all the various questions about sensitivity in
the fields of statistics — instead we embark on providing an insight to the wide spectrum of the
applications involved with sensitivity analysis, while also drawing attention to the importance of
these analysis.

The paper will not state new theorems — but rather it raises several open questions of interest
which have arisen in recent statistical research projects.
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